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  مقدمة

AXة التكرارية لحلّ جملة معادلات خطّية       تُعطى الطريق  b=) A  ة   )  مصفوفة قلوبةبمتتالية شـعاعي

1kتدريجية من النوع     kX BX c+ =  مصفوفة تتعلّـق بالمـصفوفة      Bحيث  . nk شعاع من    0X و +

Aو c شعاع يتعلّق بالمصفوفة B والشعاع b.  

) بحيث تكون    c وشعاعاً   Bنفترض أنّنا بأسلوب ما أوجدنا مصفوفة        )I B−     قلوبة، وكلّ حلّ للجملة 

X BX c= AX هو أيضاً حلّ للجملة      + b= .   الجملة إنX BX c=  هي التي تعطينا الطريقة     +

) ونعــرف متتاليــة الأشــعة 0Xياريــاً التكراريــة بــأن نأخــذ شــعاعاً اخت ) 0k k
X

 : بالعلاقــة≤

1, k kk X BX c+∀ ∈ = هنا من الطبيعي القول أن الطريقـة تتقـارب إذا تقاربـت المتتاليـة              . +

( ) 0k k
X

  . من الحلّ المطلوب≤

  .ة تعطي ميزة أساسية لتقارب طريقة تكراريةالمبرهنة التالي

  ):1 (مبرهنة

  :القضايا الثلاث التالية متكافئة

1kالطريقة المعطاة بالعلاقة  .1 kX BX c+ =  . متقاربة+
2. ( ) 1Bρ <. 
3.  1 يحقّق ⋅يوجد نظيم مصفوفيB <.  

  الإثبات

AX حــلاًّ للجملــة Xلــيكن  b= . ــة يكــافئ تقــارب المتتاليــةتقــارب الطريقــة التكراري إن

( ) 0k k k
e X X

≥
= ,0ولكن لدينا   . 0X من الصفر وذلك أياً كان       − k

kk e B e∀ ∈ إن التكـافؤ   . =

  .لثاثصل ال من الف)4(المبرهنة بين القضايا الثلاث ينتج مباشرة من 

كيف نختار الطريقـة الأفـضل؟      . ولكن باعتبار أنّه هناك عدد من الطرائق التكرارية لحلّ جملة خطّية          

 لتثبيت الأفكار نفترض أنb ة إذن لدينامصفوفة نظامي   

( )( )0 0 02 2 22 2

kk k
ke B e B e B eρ= ≤ ≤ . 

 يسعى بـسرعة أكبـر نحـو    keأي أن شعاع الخطأ ( رية أسرع ففي هذه الحالة تكون الطريقة التكرا  

)كلّما كان ) الصفر )Bρأصغر .  

  .في الحالة العام لدينا نتيجة مشابهة والمبرهنة التالية تؤكّد ذلك
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  ):2 (مبرهنة

X شعاع يحقّق    Xنظيماً شعاعيا و   ⋅ليكن   .1 BX c=  ولتكن الطريقة التكراريـة المعطـاة       +

1kبالعلاقة  kX BX c+ = )، عندها + )
0

1/

1
lim sup k

kk X X
X X Bρ

→∞ − =

⎧ ⎫
− =⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

X شعاع يحقّـق     X نظيماً مصفوفياً و   ⋅ليكن   .2 BX c BX c= + =  ولـتكن الطـريقتين     +

1kالتكراريتين   kX BX c+ = 1k، و + kX B X c+ = + .    نفتـرض أن( ) ( )B Bρ ρ<  وأن 

00X X=ــدها ــان :عنـ ــاً كـ 0 أيـ ε<  ــي ــدد طبيعـ ــد عـ ــث lε يوجـ  بحيـ

( )
( )0

1/

1
sup

k
k

X X k

X X B
k l

X X Bε

ρ

ρ ε− =

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ ⇒ ≥⎨ ⎬− +⎪ ⎪⎩ ⎭

.  

 الإثبات
   هو النظيم المصفوفي المشتقّ من النظيم الشعاعي، عندها يكون لدينا⋅ليكن  .1

( )( ) ( )
0

0
1

sup
k k k k

e
B B B B eρ ρ

=
= ≤ = . 

  إذن

( )
0

1/ 1/

0
1

sup
k kk k

e
B B e Bρ

=
≤ =  

  .ثالث من الفصل ال)5(المبرهنة والجزء الأول من المبرهنة ينتج من 

0ليكن  .2 ε< يوجد عدد طبيعي ،lεبحيث   

( )
0

1/

0
1

sup
kk

e
k l B e Bε ρ ε

=
≥ ⇒ ≤ + . 

   شعاعاً يحقّق1eليكن 

( )
1/ 1/

0 01
k kk k

f B f B Bρ= ∧ = ≥ . 

  وبالتالي

( )
( )

1/

0

1/

0

kk

kk

B f B

BB f

ρ

ρ ε
≥

+
 

  ومنه

( )
( )0

1/

1
sup

k
k

X X k

X X B
k l

X X Bε

ρ

ρ ε− =

⎧ ⎫−⎪ ⎪≥ ⇒ ≥⎨ ⎬− +⎪ ⎪⎩ ⎭

. 



4

  :تعتمد دراسة الطرائق التكرارية على مسألتين هامتين

 الذي يكافئ أنB     ذات المصفوفة    الطريقةتقارب   

( ) 1Bρ <. 
 طريقتين تكراريتين فـإن الطريقـة       لديناإذا كان    

الأسرع هي الطريقة التي يكون نـصف قطرهـا         

)الطيفي  )Bρ من الفصل الثالث) 5(المبرهنة ( هو الأصغر.( 

  .فيما يلي نورد وصفاً لبعض الطرائق التكرارية المعروفة

  

  طريقة جاكوبي. 1

AXلدينا جملة المعادلات    لتكن   b=.     نفترض أنّه بإمكاننا كتابةA    على النحو A M N=  حيـث   −

M      ة   ( مصفوفة قلوبة وسهلة القلبة أو مثلّثيصفوفة ولكن  في الحقيقة لا نحتاج إلى قلب الم      . مثلاً قطري

  لدينا إذن ).Mإلى حلّ جملة معادلات مصفوفتها 
1 1AX b MX NX b X M NX M b− −= ⇔ = + ⇔ = +  

Xإن المعادلة الأخيرة من الشكل  BX c=   ، فيمكننا ربطها بالطريقة التكرارية التالية+

( ) ( )0 1,n
k kX k X BX c+∈ ∧ ∀ ∈ = +k  

  حيث
1 1B M N I M A− −= = − 1c و M b−=  

 ح أنما يوضI B−قلوبة .  

1في الحقيقة تؤول العملية، عملياً، إلى حلّ الجملة          , 0k kMX NX b k+ = + ولكن كيـف نختـار      .≤

  ؟N وMالمصفوفتين 

} منفصلتين أي    N و Mأول ما يتبادر إلى الذهن هو اختيار         }, 0ij ijm a∈   حسب ( ),i j    وهو مـا 

  .ن تمثيله بالرسم التوضيحي إلى اليساريمك

، فإن المصفوفات القطرية هي الأسهل على الإطلاق، لذلك         M المصفوفة   وباعتبار أنّنا نحتاج إلى قلب    

)نعتمد الخيار    )11, , nnM D diag a a= , وذلك بشرط    = 0iii a∀ ≠     الذي يضمن أن M قلوبة  .

  وعلى ذلك يكون

ij ij ijm a δ=  و    
0

ij
ij

a i j
n

i j

− ≠⎧
= ⎨

=⎩
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  ):1(ملاحظة 

  تُكتب طريقة جاكوبي على النحو التالي

( ) ( )0 1,n
k kX k X JX c+∈ ∧ ∀ ∈ = +k  

1حيث  1J D N I D A− −= =   . هي مصفوفة هذه الطريقة التي تُسمى أيضاً مصفوفة جاكوبي−

  :ى النحو التاليمن الناحية الفعلية تُجرى الحسابات عل

)نضع  )
1k

i
k i n

X x
≤ ≤

) و= )11 1k

i
k i n

X x
++ ≤ ≤

=.  

1, 1

1
11 1 12 2 13 3 1 1

1
22 2 21 1 23 3 2 2

1
1 1,1 1 1, 2 1 1, 1

1
1 1 , 1 1

n n

k k k k
n n

k k k k
n n

k k k k
n n n n n n n n n

k k k
nn n n n n n n

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

a x a x a x a x b
a x a x a x b

− −

+

+

+
− − − − − − −
+

− −

= − − − − +
= − − − − +

= − − − +
= − − − +

 

  

نلاحظ أنّه لحساب كلّ مركّبة      
1k

ix
+

1kX من    ) نحتاج إلى    + )1n ، وعليـه يلزمنـا     kX مركّبة من    −

1kX قيمة لمركّبات n وkX قيمة لمركّبات n:  قيمة في الذاكرة2nبِالاحتفاظ دوماً  +.  

  

  طريقة غاوس سايدل. 2

1kX الملاحظة الأخيرة تظهر أهمية استخدام المركّبات المحسوبة من          بعد  في حساب المركّبات التي     +

  :تليها وذلك باعتماد طريقة الحساب التالية

1, 1

1
11 1 12 2 13 3 1 1

1 1
22 2 21 1 23 3 2 2

1 1 1
1 1,1 1 1, 2 1 1, 1

1 1 1
1 1 , 1 1

n n

k k k k
n n

k k k k
n n

k k k k
n n n n n n n n n

k k k
nn n n n n n n

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

a x a x a x a x b
a x a x a x b

− −

+

+ +

+ + +
− − − − − − −
+ + +

− −

= − − − − +
= − − − − +

= − − − +
= − − − +

 

1يُبين المخطّط السابق أنّه بعد حساب       
1
kx 1ج إلى    لم نعد نحتا   +

kx    1 في حساب
2
kx ، كما في الطريقة    +

1الأولى، بل إلى    
1
kx 1يُمكننا، إذن، وضع قيمة     . +

1
kx 1 مكان   +

kx .      ـةوكذلك الأمر بالنسبة لحساب بقي

  . قيمة في الذاكرة لإتمام الحسابn وبالتالي لا نحتاج إلى الاحتفاظ بأكثر من المركّبات

  .هذا يُعرف طريقةً تكراريةً جديدة نسميها طريقة غاوس سايدل
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)فإذا وضعنا    )ijM m=   مع 
0

ij
ij

a i j
m

i j

≥⎧
= ⎨

<⎩
Nو   M A= ، فإن الطريقـة الـسابقة تُكتـب        −

  :بشكلها المصفوفي على النحو التالي

1 1
1 , 0k kX M NX M b k− −
+ = + ≥  

 وباعتبار أن, 0iii a∀ ≠ فإن Mقلوبة .  

1Lنسمي المصفوفة  M N−=مصفوفة غاوس سايدل .  

  

كما رأينا في البداية فإن أهمية هذه الطريقة تأتي من أنّها تحتاج لنصف الذاكرة التي تحتاجها طريقـة                  

  .جاكوبي وهذا مهم جداً وخاصة في حالة الجمل ذات الأبعاد الكبيرة

  )مهمة ():2(ملاحظة 

AXلتكن الجملة  b= نضع ،A D E F= −    حيث −

ij ij ijd a δ=  

0
ij

ij

a i j
e

i j

− >⎧
= ⎨

≤⎩
 

0
ij

ij

a i j
f

i j

− <⎧
= ⎨

≥⎩
 

)عندها فإن مصفوفة جاكوبي تُكتب على النحو  )1 1J D E F I D A− −= + = −.  

)أما مصفوفة غاوس سايدل فتكتب على النحو  ) ( )1 1L D E F I D E A− −= − = − −  

  

  ة تقارب الطريقتين السابقتيندراس. 3

  ):3 (مبرهنة

A مصفوفة هرمتية معرفة موجبة من الشكل        Aلتكن   M N= عندها إذا كانـت    .  قلوبة M مع   −

)المصفوفة الهرمتية  )*M N+فة موجبة فإنمعر  ( )1 1M Nρ − <.  

  الإثبات

)إن المصفوفة  )*M N+ ة وذلك لأنهرمتي *A A=وبالتالي لدينا   

( )** * * * * *M N A N N A N N M N M N+ = + + = + + = + = +  
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:*إن التطبيق    :n v v Av+⋅ → →        اً وذلك بسبب أنف نظيماً شعاعييعر A   فةة معرهرمتي 

  .موجبة

 1سوف نثبت أن 1M N−   .، وهذا كاف لإثبات المبرهنة⋅ بالنسبة للنظيم >

  لدينا

{ }1 1 1sup ; 1M N I M N v M Nv v− − −= − = − =  

1wع نض M Av−= .لدينا  

( )

2 * * *

* * *

* *

1
1

1

v w v Av w Av w Aw
w Mw w Mw w Mw

w M N w

− = − − +
= − − +

= − +

 

  ومنه
11 1v v M Av−= ⇒ − <  

 ذلك لأن( )*M N+فة موجبة، ولديناة معرهرمتي   

( )1 * *0 0 0v w M Nv w M N w−≠ ⇒ = ≠ ⇒ + >  

:1من جهة أخرى، التطبيق      :n v v M Nvϕ −→ →  حده الأعلـى علـى       مستمر فهو يبلغ   −

}المجموعة المتراصة  }, 1nC v v= ∈ 0 بحيث nمن  0v وبالتالي يوجد = 1v    ويحقّق =

{ }1 1 1
0 0sup ; 1 1M N v M Nv v v M Nv− − −= − = = − <  

  .وهذا يُكمل إثبات المبرهنة

  ):4 (مبرهنة

AXلتكن لدين الجملة  b= حيث A ة الأقطار أي1 مصفوفة ثلاثي 0iji j a− > ⇒ =. 

1 1

2 2

1n

n n

b c
a b

A
c

a b
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   عندها فإن( ) ( )2L Jρ ρ= الطريقتين تتقاربان معاً وتتباعدان معاً       وبال ولكن طريقة غاوس   . تالي فإن

  .سايدل أسرع بالتقارب
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 الإثبات

  :تيجة التاليةلنثبت أولاً الن

  نعرف المصفوفة.  عدداً سلّمياً غير معدومµليكن 

( )

1
1 1

2 2
1

1n

n n

b c
a b

A
c

a b

µ
µ

µ
µ

µ

−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  عندها

( )( ) ( )0, det detA Aµ µ∀ ≠ =  

  في الحقيقة، لتكن المصفوفة القطرية 

( )
2 0

0
n

Q

µ
µ

µ

µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 يمكننا التحقّق بسهولة أن( ) ( ) ( ) ( ) 11A Q A Qµ µ µ  .ومنه النتيجة المطلوبة. =−

A على النحو Aفإذا فرقنا  D E F= −   : فإن هذه النتيجة تقتضي المساواة التالية−

( )( ) ( ) ( )10, det det detA A E F Aµ µ µ µ−∀ ≠ = − − =  

)إن القيم الذاتية لمصفوفة جاكوبي  )1J D E F−=   جموعة جذور كثير الحدود هي م+

( ) ( )( )1detJP D E F Iλ λ−= + −  

)وهي بالتالي جذور كثير الحدود  ) ( ) ( ) ( )det D-E-F detJ JQ D Pλ λ λ= =.  

  بشكل مماثل نجد أن القيم الذاتية لمصفوفة غاوس سايدل هي مجموعة جذور كثير الحدود

( ) ( )( )1detLP D E F Iλ λ−= − −  

)وهي بالتالي جذور كثير الحدود  ) ( ) ( ) ( )det D- E-F detL LQ D E Pλ λ λ λ= =   :ومنه .−

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )

2 2 2

2

det D- E-F

det D- E- F

det D-E-F

det D-E-F

L

n

n
J

Q

Q

λ λ λ

λ λ λ

λ λ

λ λ
λ λ

=

=

=

=
=
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 فإنL  لِ قيمة ذاتية غير معدومة      αوعليه، إذا كانت    
1
2α و

1
2α− ةلِ قيم ذاتي J . ،ومن جهة أخرى

 لِ قيمـة ذاتيـة      2αفإن  )  قيمة ذاتية أيضاً   −αوبالتالي   ( J لِ قيمة ذاتية غير معدومة      αإذا كانت   

L .هنةوهذا يُثبت المبر.  

  

  طريقة جاكوبي لإيجاد القيم والأشعة الذاتية لمصفوفة متناظرة. 4

نعلـم فـي    .  متناظرة Aتُستخدم هذه الطريقة عندما يكون علينا حساب القيم والأشعة الذاتية لمصفوفة            

)  بحيث Oهذه الحالة أنّه توجد مصفوفة متعامدة        )1, ,t
nOAO diag λ λ=   حيث ( )iλ    هي القـيم 

  . أساساً متعامداً نظامياً من الأشعة الذاتيةOوتشكّل أعمدة المصفوفة . Aالذاتية للمصفوفة 

)مصفوفة هو إيجاد متتالية من المـصفوفات        إن من أبسط الأساليب لحساب القيم الذاتية ل        )kP   بحيـث 

1تتقارب المتتالية 
k kP AP− بشكل ما، نحو ،( )idiag λ.  

)ما يهمنا في الحقيقة أن يكون  )1lim 0k k ijk
P AP−

→∞
i عندما = j≠و ( )1lim k k iiik

P AP λ−

→∞
=.  

1Aبالنسبة لطريقة جاكوبي، ننطلق من       A=    ونوجد متتالية ،( ) 1k k ≥
Ω      من المـصفوفات المتعامـدة 

  بحيث تتقارب متتالية المصفوفات" البسيطة"

( ) ( )1 1 2 1 2
tt

k k k k k kA A A+ = Ω Ω = Ω Ω Ω Ω Ω Ω  

)نحو المصفوفة    )idiag λ .        نأمل من المتتاليـة 1كما يُمكن أن 2k kO = Ω Ω Ω      أن تتقـارب مـن 

  .A لِ أعمدتها هي أساس متعامد نظامي من الأشعة الذاتية Oمصفوفة 

1Aنأخذ إذن    A=   1، ونوجدkA 1 بحيـث يكـون      kA انطلاقاً مـن     +
t

k k k kA A+ = Ω Ω   ويكـون 

)العنصران  )1k pq
A ) و+ )1k qp

A   . سيتم اختيارهما لاحقاqً وp معدومين بالنسبة لدليلين +

  

) الرموز سوف نضع مؤقّتاً للتقليل من )k ijA A a= ) و= )1k ijA B b+ = kΩ و= = Ω.  

  ):5 (مبرهنة

ــيكن  ــان  q وpل ــان يحقّق ــددان طبيعي  ع

1 p q n≤ < نعــرف .  عــدد حقيقــيθ، و≥

  . المبينة إلى اليسارالمصفوفة

  

  

1
1

cos sin
1

1
sin cos

1
1

p

q

p q

θ θ

θ θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟Ω = ⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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tBناظرة، فإن  مصفوفة متA كانتإذا  .1 A= Ω Ω2  أيضاً متناظرة وتحقّق 2

, 1 , 1

n n

ij ij
i j i j

b a
= =

=∑ ∑.  

0pqaإذا كان    .2 0, في المجموعة    θ لِ، فإن توجد قيمة وحيدة      ≠ 0,
4 4
π π⎤ ⎡ ⎤ ⎡− ∪⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎦ ⎣

 بحيث يكون   

0pqb cotanوهذه القيمة هي الحلّ الوحيد للمعادلة       . = 2
2

qq pp

pq

a a
a

θ
−

  . في المجموعة نفسها   =

2ولدينا في هذه الحالة  2 2

1 1
2

n n

ii ii pq
i i

b a a
= =

= +∑ ∑.  

 الإثبات
1.  من السهل إثبات أنΩالتحويل المتعامد يحافظ على. متعامدة النظيم  وباعتبار أن E

   فإنّه لدينا⋅
222 2

, ,

t
ij ijE E

i j i j

a A A b= = Ω Ω =∑ ∑  

ــل   .2 ــظ أن التحويـ tAنلاحـ B A→ = Ω Ω   ــا ــي أدلّتهـ ــر التـ ــسبة للعناصـ  بالنـ

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,q q q p p q p pر عنه بالعلاقة التالية التي يُمكن التأكّد منها بحساب بسيطيُعب . 

cos sin cos sin
sin cos sin cos

pp pq pp pq

qp qq qp qq

b b a a
b b a a

θ θ θ θ
θ θ θ θ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  لدينا أولاً
2 2 2 2 2 22 2pp qq pq pp qq pqa a a b b b+ + = + +  

  ولكن 

cos 2 sin 2
2

pp qq
pq qp pq

a aa
b b a θ θ−= = +  

cotanأي  ( المعطاة في المبرهنـة      θفإذا عوضنا بقيمة    
2

qq pp

pq

a a
a

θ
−

= (    0وجـدنا أنpq qpb b= = 

  وبالتالي يصبح لدينا 
2 2 2 2 22pp qq pq pp qqa a a b b+ + = +  

 وبما أنii iib a= اً كانأي i مختلف عن pو q . 2فإن 2 2

1 1
2

n n

ii ii pq
i i

b a a
= =

= +∑   . وهذا يُكمل الإثبات∑

  ):3(ملاحظة 

 pe في المستوي الشعاعي المولّد بالـشعاعين        θ تمثّل دوراناً بزاوية مقدارها      Ωإن المصفوفة    .1

 . من أشعة الأساسqeو
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tAلاحظ أيضاً أن العمودين الوحيدين الذين يتغيران جـراء التحويـل            ن .2 B A→ = Ω Ω   همـا 

 وبشكل أدقّ لدينا. q وpالعمودان ذوا الأدلّة 

2 2

2 2

, ,

cos sin ,

sin cos ,

cos sin sin 2

sin cos sin 2

cos 2 sin 2
2

ij ij

pj pj qj

qj pj qj

pp pp qq pq

qq pp qq pq

pp qq
pq qp pq

b a i p q j p q

b a a j p q

b a a j p q

b a a a

b a a a

a a
b b a

θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ

⎧
⎪ = ≠ ∧ ≠
⎪

= − ≠⎪
⎪ = + ≠⎪
⎪ = + −⎨
⎪

= + +⎪
⎪ −⎪ = = +
⎪
⎪⎩

 

   في كلّ خطوةq وpاختيار الدليلين 

)هناك أساليب عدة لاختيار الثنائية  ),p qفي كلّ خطوة :  

maxk بحيث   q و p نختار   :طريقة جاكوبي التقليدية   .1 k
pq iji j

a a
≠

وفي هذه الحالة فـإن هـذا       . =

 .kالاختيار يتعلّق بالخطوة 
 قد يكون البحث عن أكبر عنصر من العناصر غيـر القطريـة فـي    :طريقة جاكوبي الدوريـة   .2

عملية مسح شاملة للعناصر غير القطرية ونكـرر        لذلك نعمد إلى إجراء     . الطريقة السابقة مكلفاً  

ــشكل دوري ــة بـــ ــذه العمليـــ ــب . هـــ ــثلاً الترتيـــ ــذ مـــ نأخـــ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , 2, , , 2,3 , , 1, , , 1,2n n n n−. 
 نعمل كما في طريقة جاكوبي الدورية ولكن نتجاهل الخطوات التـي            :طريقة جاكوبي مع عتبة    .3

kيكون فيها العنصر    
pqa   نة    أصغر من ع0تبة معيδ إذ لا معنى لأن نعدم عناصر صغيرة       . <

 .بوجود عناصر أكبر منها بكثير
  تقارب طريقة جاكوبي

  .سوف نقبل بالمبرهنة التالية التي تؤكّد تقارب طريقة جاكوبي التقليدية

  ):6 (هنةمبر

)إن المتتالية  ) 1k k
A

   في طريقة جاكوبي التقليدية متقاربة ولدينا≤

( )( )lim k ik
A diag σλ→∞

=  

} هو تبديل على المجموعة σحيث  }1, 2, ,n.  

1 متباينة مثنى مثنى فإن المتتالية       Aوإذا كانت القيم الذاتية للمصفوفة       2k kO = Ω Ω Ω    في طريقـة 

  . تتألّف أعمدتها من أساس متعامد نظامي من الأشعة الذاتيةOجاكوبي التقليدية تتقارب من مصفوفة 
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   البحثريناتم. 5

  :الأولالتمرين 

AX لحــلّ جملــة المعــادلات لــتكن الطريقــة التكراريــة b= ــةفــة بالعلاقــة التدريجيالمعر 

1k kX BX c+ = + .   نفترض أن( ) 0Bρ  أثبت أن الطريقة تتقارب نحو الحلّ بعد عدد منته مـن            =

 .الخطوات

  الحلّ

AXجملة   حلاّ لل  Xليكن   b=      فهو يحقّق أيضاً المعادلة X BX c= )ولكن باعتبار   . + ) 0Bρ = 

) معدومة وبالتالي فإن كثيـر الحـدود المميـز           Bفإن كلّ القيم الذاتية للمصفوفة       ) ( )nB Xχ = − 

 0فحسب مبرهنة كايلي هاملتون نجد أنnB =.  

)أصبح لدينا  )0 0n
nX X B X X− = − nX إذن = X=.  

  :الثانيالتمرين 

لتكن المصفوفة 
1 1 3
1 3 0

1 0 2
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 و
0
2
3

b
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

a. الصحيح للجملة  الحلّاحسب AX b=. 
b.   أوجدJ    للجملة   الموافقة مصفوفة جاكوبي AX b=       ف هذهة التي تعرواكتب العلاقة التدريجي 

1kالطريقة  kX JX c+ = +. 
c.  5احسبX 0 مع 0X   . وقارنه بالحلّ الصحيح للجملة=

 الحلّ

a.  الحلّ الصحيح للجملة هو
1
1
2

X
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

b. لدينا( )1J D E F−=   إذن+

1 0 0 0 1 3 0 1 3
0 3 0 1 0 0 1/ 3 0 0
0 0 2 1 0 0 1/ 2 0 0

J
− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1

0
2 / 3
3/ 2

c D b−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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c. 5

0.97226
0.99075
1.9861

X
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :الثالثالتمرين 

 .أعد التمرين السابق مع طريقة غاوس سايدل بدلاً من طريقة جاكوبي

  :الرابعالتمرين 

أثبت أن المصفوفة    
4 3 3

1 3 4 3
4

3 3 4
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 معرفة موجبة وأن طريقة جاكوبي بالنسبة لهذه المـصفوفة          

 .غير متقاربة

  الحلّ

  لدينا
11 0 3 3 0 3 3

1 11 3 0 3 3 0 3
4 4

1 3 3 0 3 3 0
J

− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

)ومنه  ) 3 3 3, ,
4 4 2

sp J ⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

) وبالتالي  ) 3 1
2

Jρ =  . والطريقة متباعدة<

  :الخامسالتمرين 

 لتكن المصفوفة
1 2 2
1 1 1
2 2 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

a.  احسب مصفوفة جاكوبيJ  ومصفوفة غاوس سايدلLالموافقتين لهذه المصفوفة . 
b.  أثبت أن( ) ( )1J Lρ ρ< <. 

 لتكن المصفوفة 
2 1 1
2 2 2
1 1 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

c.  أثبت أن( ) ( )1L Jρ ρ< <.  

d. ماذا تستنتج؟  
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 الحلّ
a. لدينا 

11 0 0 0 2 2 0 2 2
0 1 0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 2 2 0 2 2 0

J

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  من جهة أخرى
11 0 0 0 2 2 0 2 2

2 1 0 0 0 1 0 2 3
2 2 1 0 0 0 0 0 2

L

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

b.   لدينا( ) 3
J X Xχ = )إذن  . − ) 0Jρ )من جهة أخرى لدينا     . = ) ( )22L X X Xχ = −  ومنه  −

( ) 2Lρ =. 

c.   لدينا
0 1 1

1 2 0 2
2

1 1 0
J

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)، نحسب القيم الذاتيـة فنجـد         ) 5 5sp 0, ,
2 2

J i i
⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 ومنـه   

( ) 5 1
2

Jρ = >. 

من جهة أخرى لدينا 
0 1 1

1 0 1 1
2

0 0 1
L

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

) ومنه  ) 1
2

Lρ =. 

d. جاكوبي وغاوس سايدل في الحالة العام ةنستنتج أنّنا لا يمكننا المقارنة بين طريقتي. 

  :السادسالتمرين 

)لتكن  )ijA a= عة تحقّقمصفوفة مرب , ii ij
j i

i a a
≠

∀ AX ولتكن الجملة ∑< b=. 

a. طريقة جاكوبي متقاربة بالنسبة لهذه الجملة أثبت أن. 
b. طريقة غاوس سايدل متقار بة بالنسبة لهذه الجملةأثبت أن.  

  الحلّ

a.   ليكنV      ا لمصفوفة جاكوبيشعاعاً ذاتي ( )1J D E F−=  0iولـيكن   . λ موافقاً للقيمة الذاتية     +

0بحيث 
maxi ii

v v=عندها يكون  JV Vλ=وبشكل خاص           
0 0 0

0 0

j
i i i j

j i i

v
a a

v
λ

≠

= ∑  

                     ومنه
0

0

0 0

1
i j

j i

i i

a

a
λ ≠= <

∑
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b.   ليكنV       ا لمصفوفة غاوس سايدلشعاعاً ذاتي ( ) 1L D E F−= يكن ول. λ موافقاً للقيمة الذاتية     −

0i 0 بحيث
maxi ii

v v= عندها يكون LV Vλ=وبشكل خاص  

0

0 0 0 0

00 0

1

1 1

i n
j j

i i i j i j
j j ii i

v v
a a a

v v
λ

−

= = +

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

  ومنه

0 0

0 0

00

0 0 00 0 0

0

1 1
11

11

1

n n

i j i j
j i j i

ii
j

i i i ji i i j
jj i

a a

v a aa a
v

λ = + = +
−−

==

≤= ≤ <
−+

∑ ∑

∑∑
 

ذلك لأن  

0

0 0 0 0
0

1

1 1

i n

i i i j i j
j j i

a a a
−

= = +

− >∑ ∑  

  :السابعالتمرين 

)المعادلة التفاضلية   لتكن لدينا    ) ( )y x f x′′ ]على المجال    = ) مـع    0,1[ )0y و ( )1y   ،معطيـين 

1فإذا كان   . ونود حلّها بشكل تقريبي باستخدام طريقة الفروق المنتهية       
1

h
n

=
+

ix و  ih=    من أجـل 

0 1i n≤ ≤ )نضع  . + )i iy y x= و( )i ib f x= .        معادلة الفروق المنتهية لهذه المعادلة هـي إن

( )1 1
2

2i i i
i

y y y f x
h

+ −− +
AY وهي يُمكن وضعها بشكل مصفوفي على النحو التالي        = b=  حيث 

( )1, ,t
nb b b=و ( )1, ,t

nY y y=و  

2

2 1
1 2 1

1

1 2 1
1 2

A
h

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

a.  ة لمصفوفة جاكوبياحسب القيم الذاتيJبالنسبة لهذه الجملة .  

b.  استنتج نصف القطر الطيفي( )Jρ وكذلك ( )Lρبالنسبة لمصفوفة غاوس سايدل .  
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 الحلّ
a. للمصفوفة القيم الذاتي يمكننا التحقّق بسهولة أن  

0 1
1 0 1

1
2

1 0 1
1 0

J

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

cosهي الجماعة 
1

i
n
π⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
  وذلك بالبحث عن أشعة ذاتية من الشكل. 

( )sin ,sin 2 , ,sintV nα α α=  

  

b. من الطلب السابق نجد أن  

( ) max cos cos cos
1 1i

iJ h
n n
π πρ π= = =
+ +

 

 وباعتبار أن( ) ( )2L Jρ ρ= فإن ( ) 2cosL hρ π=.  

  :الثامنالتمرين 

Aنضع  .  متناظرة ومعرفة موجبة   Aلتكن المصفوفة    D E F= − نعـرف الطريقـة    .  كالمعتـاد  −

 التكرارية التالية
( )

( )

1
2

1 1
2

kk

k k

D E X FX b

D F X EX b

+

+
+

− = +

− = +
 

1kXاكتب الشعاع    : على النحو التالي+

1k kX BX c+ = +  

  .c والشعاع Bوأعط المصفوفة 

 E سايدل بحيث تعطي دوراً متوازناً لكلّ مـن           نسخة معدلة من طريقة غاوس     لطريقةهذه ا : ملاحظة

  .Fو

  الحلّ

  لدينا

( ) ( )1 1B D F E D E F− −= − −  

( ) ( ) ( )1 1 1c D F b D F E D E b− − −= − + − −  


