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 (mathematical induction)انشٌاضً  (الاستنتاج)الاستقشاء 

 كلمة لاتٌنٌة الأصل وتعنً الوصول من الخاص إلى العام أو التعمٌم ٌكتسب هذا المبدأ أهمٌته من المنطق الرٌاضً induction  إن كلمة 

 وإذا  شئت الدقة انظر إلى الصف الثانً من الجدول التالً ( B فإن Aإذا كان )وبالتحدٌد من العبارة المشهورة 

A → B B A 

1 1 1 

0 0 1 

1 1 0 

1 0 0 

 

 وهذا ٌعنً أن الصواب لا ٌؤدي إلى خطأ أبدا

 P(n)  هو عدد زوجً ونحتاج إلى إثبات أن  :n(n+3) مثلا  n هً احد العلاقات الرٌاضٌة التً تخص العدد P(n)لنفرض أن العبارة 

سوف نستخدم للإثبات أسلوبا رٌاضٌا مشهورا ٌطلق عٌه الاستقراء الرٌاضً وٌتلخص هذا الأسلوب . عبارة صحٌحة لكل الأعداد الطبٌعٌة

 فً الاتً

 n=1نثبت صحة العلاقة عندما  .1

 n صحٌحة لأي عدد صحٌح P(n) أي أننا نفترض أن nنفترض أن العلاقة صحٌحة لكل الأعداد الطبٌعٌة  .2

  . P(n+1)السابقتٌن لنثبت صحة    نستخدم العبارتٌن .3

 

  1-1مثال 

   اثبت صحة العبارة التالٌة

       (1) 

 الحل

  العبارة صحٌحة1=1 فإن  n=1عندما  .1

 :  أي نفرض صحة العبارة التالٌة nنفرض صحة العبارة عند  .2

 (n+1) وهو العدد nنثبت صحة العلاقة عند العدد الذي ٌلً  .3

 
  صحٌحة دائما(1)وهكذا فان العبارة 

 

  2-1مثال 

   اثبت صحة العبارة التالٌة

 

 الحل

 لاحظ  ,  فإن العبارة صحٌحة n=1عندما  .1

 n+1 وسنستخدم هذا الفرض فً إثبات صحة العبارة من اجل   أي أننا نسلم بصحة العبارة nنفرض صحة العبارة عند  .2
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 بما أن  .3

 
 إذن 

 

 3-1ِثاي

 اثبت صحة العبارة التالٌة

 
 الحل

  ذلك أن  n=1واضح جدا صحة العبارة عند  .1

  nنفترض صحة العبارة لكل قٌم  .2

 n العبارة عند كل قٌم صحة  سنستخدم الفرض الأخٌر لنثبت .3

 
  n+1 بالقٌمة  n بالتعوٌض عن كل واضح انه كان بالإمكان الحصول على 

 وهذا ٌدل على صحة العبارة

 4-1ِثاي

  فاثبت أن  وكان إذا كان 

 الحل

 

 

 

      مما سبق نستطٌع أن نقول ان العبارة صحٌحة للقٌم .1

  nسنفرض صحة العبارة من اجل كل عدد طبٌعً  .2

 n+1سنثبت صحة العبارة من اجل  .3

 

 

 5-1ِثاي

  اثبت صحة العبارة الآتٌة
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             الحل

                  

 

 1,2,3 العبارة صحٌحة للقٌم قمما سب (1

 kنفرض صحة العبارة من اجل  (2

  لاحظ أن k+1سنثبت صحتها من اجل  (3

 

 

  6-1ِثاي 

 9 أعداد طبٌعٌة متتالٌة ٌقبل القسمة على 3أثبت أن مجموع مكعبات أي 

 الحل

  سنضع صٌغة رٌاضٌة للعبارة السابقة وهً

 

 أنظر  , للأعداد الطبٌعٌة الأولى العلاقة صحٌحة (1

  وسنستخدم هذه العبارة بشكل أساسً فً برهنة البند القادمkنفرض صحة العبارة من اجل  (2

   أنظر(k+1) من العبارة السابقة بk  وهذا ٌعنً أننا سنعوض عن  k+1سنبرهن صحة العبارة من اجل  (3

  

 

  7-1ِثاي 

 إذا كان 

 

 133 ٌقبل القسمة على فاثبت أن 

 الحل

 133  وهذا ٌقبل القسمة على  فان n=0عندما  (1

 : كما ٌلً أنه ٌمكن كتابة العدد أي nنفرض صحة العبارة عند  (2

   

 n+1سنثبت صحة العبارة للقٌمة  (3
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 8-1ِثاي

 أثبت صحة العبارة التالٌة

 

 الحل 

  فإن العبارة صحٌحة  فان n=0عندما  (1

 nنفترض صحة العبارة عند  (2

    سنثبت صحة العلاقة كالتالً (3

 

 

 9-1ِثاي

 اثبت صحة العبارة الآتٌة

 إذا كان 

 

 فأثبت أن 

 

 

              الحل

  فإن العلاقة تتحقق مباشرة لان هذه القٌم معطاةn=1,2عندما  (1

  وهذا ٌعنً أنnسنفرض العلاقة عند  (2

  ,   

  وذلك باستخدام العبارتٌن السابقتٌنn+1ستثبت صحة العبارة عند  (3

 إننا نرٌد الحصول على العلاقة , ولكن قبل كل ذلك نحدد ما الذي نرٌد الحصول علٌه
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 أنظر

 

 وهو المطلوب إثباته

 طبعا لا حظ أن 

 

 

 10-1 ِثاي

  أثبت صحة العبارة التالٌة 

 

 

 الحل

  فإن n=1عندما  (1

 
  أي أننا سنعتبر أن nنفرض صحة العبارة عند  سوف (2

 

  أمر صحٌح وسنقوم بإستخدامه فً خطواتنا اللاحقة

  كالتالn+1ًسنقوم بإثبات العبارة من أجل  (3

 لاحظ أن 

 
 

 

 سوف نستخدم العلاقة السابقة فً البرهان كالتالً
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 binomial coefficientانمعاملاث انخاصت بمفكوك ري انحذٌن  .1

 

 1تعشٌف

 

  من الأماكن مع اخذ الترتٌب بعٌن الاعتبار من الاشٌاء المختلفة  فً إن هذه العلاقة تقابل عدد الطرق التً نضع بها 

 2تعشٌف

 

  n من kوتقرأ توافٌق 

  اخذ الترتيب بعين الاعتبار  عدم من الأماكن مع  من الاشٌاء المختلفة  فً إن هذه العلاقة تقابل عدد الطرق التً نضع بها 

 (انعلاقت الأساسٍت) 1انعلاقت 

 

 البرهان

 

  لا حظ أن 

 

 

  فإن العلاقة ستصبح على الصورة التالٌة  

 

 

 

 

 (علاقت انتناظش ) 2انعلاقت 

 

 الإثبات
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  وستلاحظ أن الطرف الأٌمن لن ٌتغٌر وذلك بالشكل التالn-kً العبارة k ضع بدل كل 

 

 

 (الإخشاج -علاقت الإدخال) 3انعلاقت 

 

 

 الإثبات

 

 

 نستطٌع من هذه العلاقة أن نستنتج بسهولة العلاقات التالٌة

 

 4انعلاقت 

 

 الإثبات

 

 :ومن هذه العبارة نستطٌع ان نحصل على النتائج التالٌة

 

 5انعلاقت 

 

 الإثبات

  لدٌنا   4من العلاقة 
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  لدٌنا   3من العلاقة 

 

 سنحصل على العبارة التالٌة  (2)و  (1)بجمع 

 

  نحصل فورا على العلاقة المراد إثباتهاnوبقسمة الطرفٌن على 

 

 حالاث خاصت نهتعامم مع انتوافٍق او مع معاملاث مفكوك ري انحذٌن

  0 فإنإذا كان  (1

2)  

3)  

4)  

 :  لنقوم بإثبات علاقتٌن أخرٌٌن الأولً كالتال5ًسنستخدم العلاقة 

 

  والثانٌة هً 

=  

  بإمكاننا  تعمٌم العلاقتٌن السابقتٌن كالتالً 

 6انعلاقت 

 

 الإثبات

  وذلك كالتال6ًسنستخدم الاستنتاج الرٌاضً  العلاقة 

   فان n=1عندما  (1
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  nنفرض صحة العبارة عند  (2

  و قبل ذلك لابد أن نبٌن ما الذي نرٌد الحصول علٌه وهوn+1سنثبت صحتها عند  (3

 
 لاحظ ان 

 

  5وذلك حسب العلاقة 

 7انعلاقت 

 أثبت صحة العبارة التالٌة 

 

 البرهان  لاحظ الآتً 

 

 6 ثم نستخدم العلاقة 2   بعدها سنستخدم العلاقة i<r التً تحقق العلاقة i عند كل قٌم 0=وذلك لان 

 

 7تطبٍق جمٍم نهعلاقت 

  فان الأمر ٌصبح كالتال7ً فً العلاقة r=1لو وضعت 

 

  n إلى 1وهذه ما هً إلا الصٌغة المستخدمة لحساب مجموع الأعداد من 

  n إلى 1انظر كٌف سنستفٌد من نفس العلاقة لحساب مجموع مربعات الأعداد من 
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 8انعلاقت 

 أثبت صحة العبارة الآتٌة

 

 الحل

 

 (Binomial theorem) مفكوك ري انحذٌن 9انعلاقت 

 أثبت صحة العبارة الآتٌة

 

 الحل سوف نستخدم الاستقراء الرٌاضً 

  فإن n=1عندما  (1

 

 
   وسنحاول استخدام نتائج الفرض فً الخطوة القادمةnنفرض صحة العبارة عند  (2

  وذلك كالتالn+1ًسنثبت صحة العلاقة من اجل  (3

 

 

 
 

 
  طبعا نستطٌع أن نلاحظ 

 
 وسنكمل البرهان بالشكل التالً
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  أهم علاقة فً حساب معاملات مفكوك ذي الحدٌن9 تعتبر العلاقة 

  ولدٌها العدٌد من النتائج

 1نتٍجت 

 

   البرهان

                             (3) 

   فً طرفً المعادلةx=1سنضع 

 

 2نتٍجت 

 

 اٌثشهاْ

 ( 3) فً طشفً اٌّعادٌح x=-1تىضع 

 

      3نتٍجت 

 

 

 اٌثشهاْ  
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  أظش   ٔحصً عٍى اٌعلالح اٌّطٍىتحx=1  تاشتماق اٌطشفٍٓ ثُ وضع       

  

  x=1 ثم وضع 

 

 4 نتٍجت  

 

 

 البرهان

 

  الناتجة من ضرب القوسٌنk فً ٌساوي هو مجموع معاملات الحدود ذوي الأس kنستطٌع الاستنتاج أن معامل الحد ذو القوة 

 

  نحصل على العلاقة المطلوبةx=1بوضع 

   5نتٍجت 

 

 البرهان بوضع  

 

  وسنحصل على  المطلوب4 فً النتٌجة 

  

  6نتٍجت 

  اٌثشهاْ                                                                                                     
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 ِٓ اٌّعٍىَ أْ

 

  إٌى اٌصفش ٔحصً عٍى اٌتا1ًٌ- ِٓ  تّىاٍِح طشفً اٌعلالح

  → 

 

 

 7نتٍجت 

 

 (علاقت انتخهص من الإشاسة انسانبت) 10انعلاقت 

 

 

 الإثثاخ

 1فً اٌحمٍمح  ِٓ اٌتعشٌف

 

 

 ِٓ وً لىس فً اٌثسظ  (-1) فً اٌعلالح  ؤأخز n تذلا ِٓ n–سٕضع 

 

 

 فإْ   و ضشب اٌثسظ واٌّماَ فً اٌّمذاس k وعاًِ ِشتشن ٌساوي تعذ ِلاحظح أْ عذد الألىاس اٌتً أخزٔا ِٕها 

 اٌعلالح تتخز اٌشىً اٌتاًٌ
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 (علاقت انقهب ) 8نتٍجت 

   

 

 اٌثشهاْ

  ِثاششج 8 ٌعطٍٕا إٌتٍجح 10  فً اٌعلالح n تذلا ِٓ n–فً اٌحمٍمح إْ وضع 

 

 (علاقت انجزوس) 9نتٍجت 
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 Generating Functionsدوال انتونٍذ   .2

 لنفرض أن لدٌنا  متسلسلة الأعداد 

  

 3تعشٌف 

 . بواسطة معرفة سلوك هذه الدالة  إذا كان بإمكاننا حساب الحد     أنها دالة تولٌد للمتسلسلةنقول عن الدالة 

 دليل الحد الذي سنطلق علٌه   هو معامل الحد الذي ٌحتوي على لاحظ أن 

ِا ٌُ (Ordinary Generating Functions)وفً ِعشض حذٌثٕا عٓ دواي اٌتىٌٍذ ٔشٍش إٌى إٔٔا ٔتٕاوي تاٌذساسح دواي اٌتىٌٍذ الاعتٍادٌح 

 ٔمً غٍش رٌه

  1-3مثال 

 إن مجموع هذه المتوالٌة الهندسٌة ٌعطى بالعلاقة ,  x  وأساسها 1لنفرض أن لدٌنا المتوالٌة الهندسٌة التً حدها الأول 

 

  فإْ وإرا واْ 

 

 وهىزا فإٕٔا ٔستطٍع أْ ٔمىي أْ 

                   (A) 

 . فً وً حذ ِٓ اٌحذود 1 فً اٌعثاسج اٌساتمح ستجذٖ ِساوٌا  لاحع أْ  ِعاًِ

 هً داٌح تىٌٍذ ٌٍّتسٍسٍح الأعذاد   إرا ِٓ تعشٌف داٌح اٌتىٌٍذ ٔستطٍع أْ ٔمىي 

 

 

  2-3 مثال 

  ستتحول إلى الشكل(A)  فاْ اٌعلالح  xب  (x-)ٌى إستثذٌٕا 

 

   هً داٌح تىٌٍذ ٌٍّتسٍسٍح تّلاحظح اٌّعاِلاخ ٔستطٍع أْ ٔمىي أْ 
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 3-3مثال 

  وسنحصل على التالً(A) فً العلاقة x بدلا من 2xسنقوم كما قمنا فً المثال السابق بوضع 

 

   هً داٌح تىٌٍذ ٌٍّتسٍسٍح تّلاحظح اٌّعاِلاخ ٔستطٍع أْ ٔمىي أْ 

 

  هً دالة تولٌد للمتسلسلةوبشكل عام فإن 

 

 4-3مثال 

  ؟(A) فً العلاقة xمن  فً العلاقة  مكان ماذا سٌحدث لو أننا وضعنا 

 فً الحقٌقة سنحصل على الآتً

 

لاحظ أن معاملات الحدود التً أدلتها فردٌة ٌساوي الصفر بٌنما معاملات الحدود التً أدلتها زوجٌة ٌساوي الواحد وهذا ٌعنً أن الدالة 

  هً دالة تولٌد للمتسلسلة 

 

  ٌّىٓ اٌحصىي عٍى داٌح تىٌٍذ ٌٍّتسٍسٍح فً اٌحمٍمح 

 

  فً واٌتً تمع فٍها الأصفاس وّعاِلاخ ٌٍحذود روي الأدٌح اٌزوجٍح ورٌه عٓ طشٌك ضشب  

 وّا ًٌٍ 

 

  هً دالة تولٌد للمتسلسلة وهكذا فان 

 

 5-3مثال 

 كٌف ٌمكن الحصول على دالة تولٌد للمتوالٌة 

 

 اٌحً
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  لنحصل على المتوالٌة المطلوبة(A)ٔمىَ تاشتماق طشفً اٌعلالح 

 

 

  هً الدالة التولٌد الخاصة بالمتوالٌة وهكذا فإن الدالة 

 

 

 6-3مثال 

  اوجد دالة تولٌد المتسلسلة 

 

 الحل 

 والتً رمزنا لها ب (5-3) من المثال انظر إلى دالة تولٌد المتسلسلة 

 

 

  نحصل على  فً  بضرب طرفً العلاقة

 

 بعد اشتقاق طرفً العبارة سنحصل على المتسلسلة المطلوبة 

 

  هً الدالة المطلوبة لتولٌد المتسلسلة مما سبق ٌنتج أن 

  1نتٍجت هامت

 mنستخلص شٌئا هاما وهو طرٌقة إنتاج متسلسلة الأعداد الطبٌعٌة مرفوعة إلى الأس  (6-3)من المثال 

 : وٌتلخص بالآتً

 xونضرب طرفٌها فً - والتً تعطٌنا سلسلة الأعداد الطبٌعٌة– فً المثال المذكور خذ الدالة  .1

  وبهذا نكون قد رفعنا أس المتسلسلة بمقدار واحدxنشتق طرفً الدالة الناتجة من الضرب فً  .2

 حتى نصل إلى الأس المطلوب  (أي أننا نستمر فً الرفع)نكرر هذه الخطوتٌن السابقتٌن على الدوال الناتجة  .3
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 7-3مثال 

   أوجد دالة تولٌد المتسلسلة

 

 الحل

 المتسلسلةسنأخذ بعٌن الاعتبار أن عدد الأصفار فً بداٌة ,   هً دالة تولٌد المتسلسلة   أن 5-3نعلم من المثال  

  المطلوبة وسنرى كٌف ستنعكس هذه الحقائق على دالة التولٌد 3 هو المطلوبة

 

  سنحصل على الآتًبضرب طرفً العلاقة فً 

 

 من هذا المطلوب وهذا ٌدل على أن معاملات هذه الحدود ٌساوي الصفر  وهو لاحظ غٌاب الحدود والتً تساوي قوى أدلتها كلا من  

 التمرٌن

  2نتٍجت هامت 

  خانة إلى الٌمٌن نضرب طرفٌها فً القٌمة لإزاحة المتسلسلة  

 8-3مثال 

   إذا كانت لدٌنا دالة التولٌد 

 

  التً تولدها هذه الدالةفاوجد المتسلسلة 

 الحل 

 

 

 بمقارنة المعاملات نحصل على الآتً

 

   وهذا ٌعنً أنوبحل المعادلتٌن معا نجد أن 
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   وبهذا تكون المتسلسلة المطلوبة هً  ٌساوي مما سبق نستطٌع أن نقول معامل الدلٌل  

 

  بعد معرفة دالة التولٌد الخاصة بها بمعنى آخر العلاقة بٌن الحد العام وبٌن دالة التولٌد المتسلسلةوبهذا نكون قد بٌنا طرٌقة الحصول على 

 9-3مثال 

  أوجد دالة تولٌد المتسلسلة التالٌة

 

 

 

 الحل

 

واختفت  (لموقع الحد الباقً) واضح أن كلا من  المتسلسلتٌن الأخٌرتٌن ٌحتوي فقط على حد وحٌد لذلك بقٌت  الحدود ذوات الأدلة  المناسبة 

 بقٌت الحدود وبالمثل نستطٌع وبكل ثقة أن نقول  أن دالة تولٌد المتسلسلة 

 

 هً اٌذاٌح 

 

 

 

 10-3 مثال 

 اوجد دالة التولٌد الخاصة بمتسلسلة فٌبوناتشً الشهٌرة ثم  أوجد  الحد العام او الحد النونً  إن أمكن  

 الحل

  إن المتسلسلة المطلوبة هً

 

  تأخذ الصورة المتسلسلة  فإن  فان  وإذا رمزنا للحد العام أو الحد النونً بالرمز 
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 وتكون دالة التولٌد المطلوبة لهذه المتسلسلة  هً 

 

  حد ٌساوي مجموع الحدٌن السابقٌن  فٌبوناتشً وهً كون كل وإذا أخذنا بعٌن الاعتبار أهم خاصٌة لمتسلسلة 

 

 فإن المتسلسلة تأخذ الصورة 

 

 وتكون دالة التولٌد الخاصة بها هً  

 

 لتكن لدٌنا المتسلسلة

 

 أن دالة التولٌد لهذه المتسلسلة هً

 

ونحصل على   (7-3انظر المثال )  إلى الٌمٌن خانة واحدة وهذا ٌعنً ضرب الدالة المولدة لها فً  المتسلسلةوإذا قمنا بإزاحة 

  التالٌةالمتسلسلة

 

 وتكون الدالة التولٌد الخاصة بها هً

 

  المتسلسلة خانتٌن فإننا سنحصل على وإذا قمنا بإزاحة 

 

  هً  المتسلسلة لتكون دالة تولٌد  فً وهذا ٌعنً ضرب الدالة  

 

 (وهذا ٌعنً جمع دوال التولٌد المرافقة للمتسلسلات ) فإننا سنحصل على المتسلسلة التالٌة  ت المتسلسلابجمع حدود 

 

 

 

  المتسلسلةوتكون نتٌجة الجمع هً 
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 وتكون دالة التولٌد الخاصة بها هً 

 

  الشكل التالًوتأخذ المتسلسلة  ذلك ان  سٌأخذ القٌمة  المتسلسلة فان الحد الثانً من بمراعاة كون 

 

  وهذا ٌقتضً تساوي دوال التولٌد   وتٌن المتسلسلواضح تساوي 

 

 

وبهذا نكون قد حصلنا على دالة التولٌد الخاصة بمتسلسلة فٌبوناتشً ونكون قد انتهٌنا من الجزء الأول من السؤال وسنبدأ بخطوات إٌجاد 

 الحد العام

 

 

 

 لاحظ أن

 

   ومنه فإن   وٌنتج لدٌنا أن من العلاقة الأخٌرة     ونضع سنضع 

 

 نستطٌع أن نقول الآن

 

 بمقارنة المعاملات فإن 
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  و بحل المعادلتٌن معا فإننا سنجد أن  

 وتأخذ دالة التولٌد الشكل الآتً

 

 

 وهكذا نكون قد حصلنا على صٌغة لحساب كل حد من حدود المتسلسلة 

 (تطبٍق  ٌومً)  11-3مثال 

داخل كٌس بحٌث تتحقق  (كمثرى-برتقال- موز–تفاح ) ثمرات من الفواكه مأخوذة من أربعة أنواع مختلفة   6طرٌقة ٌمكن أن نضع بكم 

 الشروط التالٌة 

 ًعدد التفاحات زوج 

 عدد ثمار الموز هو من مضاعفات الخمسة 

  4لا ٌزٌد عدد البرتقالات على 

  1ولا ٌزٌد عدد ثمار الكمثرى على 

 الحل

 لهو أمر فً غاٌة  Generating functionsلكن حلها ضمن ال (التوافٌق مثلا)أن مسألة كهذه ٌتعذر حلها باستخدام طرق الحساب المعروفة 

 السهولة  انظر

  Apples-  

Bananas-  

Oranges-  

Pears-  

 وهكذا وحسب مبدأ العد فإن عدد الطرق الممكنة هو

 

 
 عدد الطرق المطلوب هو  و7 هو واضح من العبارة الأخٌرة أن معامل 
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 ) (Recurrence Relations  انعلاقاث انتكشاسٌت. 4

 ونعرف أن كل حد فٌها هو مجموع الحدٌن السابقٌن له وان الحدٌن الأولٌن نعرف جمٌعا متسلسلة فٌبوناتشً الشهٌرة  

  نكتب العبارة الأخٌرة رٌاضٌا بالشكل التالً هما 

 

سنتفق فً هذا الباب على أننا نعنً بكلمة . Recurrence Relations أن هذا النوع من العلاقات الرٌاضٌة ٌطلق علٌه علاقة تكرارٌة  

 التكرارٌة على سبٌل تهناك العدٌد من الأمور التً ٌجب التطرق إلٌها أثناء دراسة العلاقا.علاقة  العلاقة تكرارٌة ما لم نذكر غٌر ذلك 

 :المثال

  إن درجة  العلاقة تخبرنا بعدد الحدود التً تسبق الحد النونً :(The Order Of Recurrence Relation )درجة العلاقة التكرارية 

 من هً الدرجة الثانٌة كما فٌبوناتشً متسلسلةوالتً ٌجب أن نعود إلٌها كً نحسب الحد النونً فمثلا نقول أن درجة العلاقة التً تصف 

  الأولى من الدرجة  التالٌة العلاقة أننقول 

  نعنً  بخطٌة العلاقة انه ٌمكن تمثٌل الحد النونً :(  Linearity of Recurrence Relation)خطية العلاقة التكرارية 

 بالشكل التالً

 
 أن علاقة غٌر خطٌة كما  العلاقة أنمثلا نقول  ,  ولكن لٌس  أو ثوابت بحٌث ٌكون 

وبشكل عام فان غٌاب الخطٌة ٌورث الكثٌر من المشاكل كما هو معروف فً عالم  (Linear) علاقة خطٌة  العلاقة

 .الرٌاضٌات 

لنفرض علاقة خطٌة تكرارٌة معرفة بالشكل : (of Linear Recurrence Relation Homogeneity )التكرارية الخطية تجانس العلاقة

 :التالً

 
 العلاقة أن نقول أنبناء على ما سبق نستطٌع . إذا وفقط إذا كانت  (Homogeneous) متجانسة أنها العلاقةنقول عن هذه  

 . هً علاقة غٌر متجانسةالعلاقة هً علاقة خطٌة متجانسة بٌنما فٌبوناتشً متسلسلةالتً تعطٌنا 

 حم انعلاقاث انخطٍت رواث انمعاملاث انثابتت

  :     دون اللجوء إلى التكرارٌة والمثال التالً ٌوضح معنى إٌجاد حل للعلاقةنعنً بحل العلاقة هو إٌجاد صٌغة عامة للحد النونً 

  1-4مثال 

   أن علما حل العلاقة 

  وفً البنود التالٌة  سنبٌن كٌفٌة الحصول على الجواب الصحٌح الحل   

 (انعلاقاث انمتجانست )انحانت الأونى 

 2-4مثال

 اوجد الحد العام للعلاقة 

   أن علما   

  سنقوم بالتعوٌض فً العلاقة المعطاة  حل العلاقة ٌعطى بالصورة أنسنفرض : الحل 
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  أن نجد وبقسمة طرفً المساواة الأخٌرة على 

   فإن  ولكن عندما  أنو بالتعوٌض فً الفرض سنجد 

    الحل المطلوب هو أن وهكذا  نجد  أن وهذا ٌعنً   

 3-4مثال 

 اوجد الحد العام للعلاقة 

   أن علما   

  سنقوم بالتعوٌض فً المعادلة المعطاة حل العلاقة ٌعطى بالصورة أنكما فً المثال السابق سنفرض 

 

   التالً فان الأمور تتخذ المسار  عندما  أن وبمراعاة بالتعوٌض فً الفرض ٌنتج لدٌنا أن  

 

 

 4-4مثال 

 اوجد الحد العام للعلاقة

   أن علما  

 الحل سنتخذ نفس المسار السابق وذلك بفرض أن الحل ٌعطً بالصورة 

 

 

 : نقوم بالآتA,Bًو لإٌجاد قٌمتً  (ٌمكن أثبات ذلك) ٌمكن أن نقول الحل المطلوب ٌعطى بالعلاقة 

 

 

  . وتكون قٌمة الحد العام هً      وبحل المعادلتٌن معا نجد أن 

  كلا منهما تحقق العلاقة المعطاة انظر أن حصلنا على قٌمتٌن ولابد sعندما أوجدنا قٌم  : مهحوظت هامت

  

  وبالمثل  أن فسنحصل على لو وضعنا 
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  أن فسنحصل على  ولوضعنا 

  .  أن نقول أنتٌن أعلاه نستطٌع العلاقبجمع طرفً 

      مزٌد من التأمل وذلك بسبب طبٌعة جذورإلى العلاقات الخطٌة المتجانسة من الدرجة الثانٌة تحتاج أن إلىفً الحقٌقة نود الإشارة 
Characteristic Equation  

  الحد العام ٌكون على الصورة فإنإذا كان للمعادلة جذران مختلفان  (1

  الحد العام ٌكون على الصورة فإن كان للمعادلة جذر مضاعف مختلفان و إذا (2

  القادمة الأمثلة التً تعلمناها فً الأمورسنري كٌف سنستخدم 

 5-4مثال 

   أن  علما  والتً تعطى بالعلاقة فٌبوناتشً متسلسلةاوجد الحد العام ل

 الحل 

  الآتً  والتعوٌض فً العلاقة المعطاة نجد بفرض 

 

  الحد النونً على الصورة أووٌكون الحد العام 

 

 د قٌم المعاملات المجهولة لإٌجا نستخدم 

 

 

 ٌعطى فٌبوناتشً متسلسلة الحد النونً فً أو الحد العام أن نقول أن  وهكذا نستطٌع    أنوبحل المعادلتٌن نجد 

 بالعلاقة                                          

  6-4مثال 

  أن علما أوجد الحد العام للمتسلسلة التً تعطى بالعلاقة التكرارٌة 

 الحل

 (                         CE) لاحقا Equation Characteristic  نقوم بإٌجاد حل لل
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  التالٌة نحصل على المعادلات باستخدام قٌم .  الحد العام ٌكون على الصورة أنمن الواضح 

 

 

  وٌكون الحد العام هو بحل المعادلتٌن معا نجد أن 

 

 7-4مثال 

  أن علما أوجد الحد العام للمتسلسلة التً تعطى بالعلاقة التكرارٌة 

  

 نجد أن  (قٌم أول حدٌن من المتسلسلة)باستخدام الشروط الابتدائٌة 

 

  ومنه أن 

 (انعلاقاث غٍش انمتجانست)انحانت انثانٍت 

  إن الصورة العامة للعلاقة الخطٌة من الدرجة الأولى غٌر المتجانسة والتً معاملاتها ثابتة هً 

 :ولإٌجاد الحد العام نتبع الخطوات التالٌة

  ولٌكن نقوم بإٌجاد الحد العام للعلاقة المتجانسة  (1

   والذي ٌكون مقرونا بطبٌعة نقوم بإٌجاد الحل الخاص  (2

   فٌكون الناتج هو الحد العام للعلاقة ككل  أي أن  نقوم بجمع  (3

  للتخلص من الثوابت فً الأولىنقوم باستخدام قٌم الحدود  (4

 

  8-4  مثال 

   علما أن أوجد الحد العام للمتسلسلة المعطاة بالعلاقة  

 الحل 

 نقوم بإٌجاد حل المعادلة المتجانسة 

 
 : نقوم بالتعوٌض عنه فً العلاقة الأساسٌة كالتالً الصورة العامة للدوال الثابتة هً فإن عبارة دالة ثابتة F(n) أنبما 
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 9-4  مثال 

   علما أن اوجد الحد العام للمتسلسلة  

 الحل 

 

   هً الأولى الصورة العامة لكثٌرات الحدود من الدرجة فإن ولذا الأولى عبارة دالة كثٌرة حدود من الدرجة F(n) نإ

 : فً العلاقة الأساسٌة وسنغٌر ما ٌلزم  ب   سنتبدل

 

  المعاملات نجد أن                                  ةبمقارن

          

   وهكذا فإن الحل الخاص هو  

 

 

  الصٌغة العامة هًأن أهمٌة خاصة وذلك لتسهٌل عملٌة اختٌار الحل الخاص ومن أجل هذا سنعتبر سنولً شكل 

                 (B) 

 

 وجذور المعادلة المرافقة سنقٌم علاقة بٌن شكل . هً حاصل ضرب دالة أسٌة فً كثٌرة حدود  أنواضح .  عدد حقٌقًحٌث 

 : وذلك كما ٌلً CEللعلاقة المتجانسة 

 :  وهناك حالتان ومنه أن  أن كثٌرة حدود فقط فهذا ٌعنً إذا كانت  (1

A.  هو احد جذور 1أن ٌكون CE ًوهكذا تكون الصٌغة العامة للحل الخاص ه   

 
 . هً درجة كثٌرة الحدودm و CE كجذر لل 1 هو عدد مرات دخول j                     حٌث 

B.  أحد جذور  1أن لا ٌكون CE وبالتالً ٌكون الحل الخاص على الصورة  

 
 . وضعنا كثٌرة الحدود فً الصورة العامة مع مراعاة درجتهاأننا                        لاحظ 

 :  فهناك أٌضا حالتان دالة أسٌة فقط أي على الصورة إذا كانت  (2

A.  أحد جذور أن ٌكون CE الحل الخاص ٌكون على الصورةفإن وعلٌه  

  CE  كجذر للt هو عدد مرات دخول j          حٌث 

B.  أن لا ٌكونt  أحد جذور CEوبالتالً ٌكون الحل الخاص على الصورة  
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 عبارة عن حاصل ضرب دالة أسٌة و كثٌرة حدود فسنقوم بنفس العمل فً الحالات السابقة مع إذا كانت  (3

 تغٌٌر ما ٌلزم 

A.  أحد جذور أن ٌكون CE الحل الخاص ٌكون على الصورةفإن وعلٌه  

 
  هً درجة كثٌرة الحدودm و CE كجذر لل 1 هو عدد مرات دخول j  حٌث 

B.  أنt أحد جذور   لا ٌكون CE وبالتالً ٌكون الحل الخاص على الصورة  

                 

 10-4  مثال 

  علما أن اوجد الحد العام للمتسلسلة المعطاة بالعلاقة التكرارٌة 

 : كما ٌلCEًنقوم بإٌجاد حلول : الحل 

 

  CE هً أحد جذور ال 1إذا القٌمة 

  j=1 وعلٌه فإن CE  وهو ٌدخل مرة واحدة كجذر لt=1 هً كثٌرة حدود فقط إذا F(n)بما أن 

  هً الأولى والصورة العامة لكثٌرات الحدود من الدرجة m=1 إذا الأولى من الدرجة لاحظ أن كثٌرة الحدود 

  الحل الخاص ٌأخذ الصورة أن نقول أن  مما سبق نستطٌع   

  الأساسٌة قٌم المعاملات فً العلاقة لإٌجاد ونغٌر ما  ب سنستبدل 

 

 

 

   وٌكون الحل الخاص على الصورة 

 

 وٌكون الحد العام هو 

 11-4مثال

  أن علما اوجد الحد العام للمتسلسلة التً تعطى بالعلاقة 

 : الحل 

   وٌكون حل المعادلة المرافقة للمتجانسة هو  حلولها هً فإن وبالتالً  هً CEواضح ان 
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 المعادلة من الدرجة أنمع ) جذور المعادلة المرافقة للمتجانسة وٌدخل كجذر مرة واحدة أحد وهو t=3 فإن وعلٌه   نأواضح 

 :الأساسٌة سنقوم بالتعوٌض فً العلاقة وعلٌه ٌكون الحل الخاص من الصورة  ( الجذرٌن مختلفانأنالثانٌة إلا 

 

 

  وٌكون الحد العام كالتالً ٌكون الحل الخاص 

 

  وهو ما سنتركه للقارئ كتمرٌنA,B إٌجاد وٌمكن باستخدام قٌم 

 12-4مثال

  التً المعطاة بالعلاقة ةأوجد الحل الخاص للمتسلسل

 ت كان إذاوذلك 

I.  

II.  

III.  

 :الحل 

  جذور العلاقة المتجانسة بإٌجادسنقوم 

 

  ٌدخل مرتٌن كجذر معادلة العلاقة المتجانسة 3 العدد إذا

I.   الحل الخاص سٌكون على الصورة  فإن  عندما   

II.  الحل الخاص سٌكون على الصورة  فإن عندما   

III.  الحل الخاص سٌكون على الصورة  فإن   

 المعاملات المجهولة ثم جمع الحل الخاص وناتج حل العلاقة المتجانسة ثم إٌجاد للسؤال ومن ثم الأساسٌةوٌمكن التعوٌض فً العلاقة 

 استخدام المعطٌات للحصول على قٌمة الحد العام بعد التخلص من التكرارٌة 

 

 

 


