
 عادل صالح علً الرٌمً

 (Dynamic Programming) البرمجة الديناميكية

 

 الأساسٌة المشكلة  حلوذلك بجعل هً تقنٌة من تقنٌات البرمجة التً تستخدم لحل المشاكل  (:Dynamic Programming)البرمجة الديناميكية 

خلافا لتقنٌة . الفرعٌةالمشاكل حلول هذه  عن طرٌق مراكمةالأساسٌة المشكلة حل  ىثم نحصل عل, (Subproblem) فرعٌة مشاكلٌؤول إلى حل 

البرمجة  إلىنحتاج  فإننا, (independent)التً تعمل بكفاءة عندما تكون المسائل الفرعٌة مستقلة عن بعضها ( Divide & Conquerفرق تسد )

 .عن بعضهاولا نستطٌع فصلها ( Overlapping Subproblem)الدٌنامٌكٌة عندما تكون المشاكل الفرعٌة متداخلة 

 :ملاحظة 

 Recursive) شاكل التً تستخدم البرمجة الدٌنامٌكٌة من اجل حلها هً مشاكل تحتوي على استدعاء ذاتً بطبٌعتهاإن كل الم .1

Definition.)  لحل مشكلة اصغر من المشكلة الأساسٌة عادة ن الاستدعاء الذاتً  ٌستخدمأومعروف. 

 ٌرفع تعقٌد الخوارزمٌة بشكل أسًّ وهذا, من مرة أكثرالحسابات  تنفٌذ عدد من الفرعٌة ٌتسبب فً  بٌن المشاكل (Overlap) إن التداخل .2

(Growth Exponential.) حفظ  هذه الحلول إلىنلجأ  ولتجنب هذا (Memoization ) كً لا نقوم بحسابها مرة )داخل مصفوفة

 (.Space Complexity vs Time Complexity)الوقت  الكثٌر مقابل بالقلٌل من الذاكرةاي نضحً ( اخرى

 . أخرى  ولكنها ٌمكن ان تستخدم لحل مشكلات .(Optimization problems) ةٌالأمثللدٌنامٌكٌة لحل كثٌر من مشاكل تستخدم البرمجة ا .3

 .الأساسٌةالمشكلة  إلىٌبدأ العمل بإٌجاد حلول المشاكل البدائٌة ثم الصعود حتى نصل  .4

حاول أن تعرف  .قرأ حلول المسائل المطروحة كأمثلة للبرمجة الدٌنامٌكٌة ت أنتحاول أن تستشعر الأمور السابقة و  القارئعزٌزي 

, افضل )وإذا كانت المشكلة تحتوي على امثلٌة  ,الفرعٌةالاستدعاءات الذاتٌة التً  تحل المشكلة و انظر كٌف تحفظ حلول المشكلات 

  .انظر ما هً الحالات الابتدائٌةو .فانتبه لذلك( أصغر,اكبر,اسوأ

لا تعنً كتابة شفرة بل تعنً تخطٌط ( Dynamic Programming)الموجودة فً العبارة ( Programming )ان كلمة برمجة :  تعليق تاريخي

(Planning ) وقد ظهر مصطلح(Dynamic Programming)  فً وقت كان فٌه الكلمةProgramming ثر من أي شائعة بٌن الاقتصادٌٌن أك

 .Planningوكانت تستخدم بمعنى  (0551)تخصص آخر وكان الحاسوب حدٌث العهد آنذاك 

 #Cكل الشفرات هنا بلغة السً شارب 

 من سلسلة فٌبوناتشً ؟ nة  لتولٌد العدد كٌف نستخدم البرمجة الدٌنامٌكٌ :(Fibonacci numbers)فيبوناتشي أعداد 1 :مثال

 …,0,1,1,2,3,5,8: كماٌلًمعلوم ان السلسلة معرفة 

          

                     

وكذلك      اصغر فً الحجم هما  أمكن تقسٌمه إلى مشكلتٌن   كذلك إن حساب , لاحظ ان المشكلة ٌمكن صٌاغتها باستخدام الاستدعاء الذاتً

 :ألا ترى أن .      دون حساب      لا ٌمكن حساب إذ( appingoverl) المشكلتٌن متداخلتان أنلاحظ كذلك .      

               

ثم الا ,   كما يلزم لحل المشكللة الاساسية     اذا يلزم لايجاد      متداخل مع      وهكذا ترى ان  .مجموع العددٌن الذٌن ٌسبقانه مباشرةأي 

 .0د الأول والحد الثاني من سلسلة فيبوناتشي وقيمتهما هي ترى ان الحالات الابتدائية هي الح

 :ديناميكية هو الحل بدون استخدام برمجة
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0 1 1 1 1 

1 2 3 4 5 

1 3 6 10 15 

1 4 10 20 35 

1 5 15 35 70 

1 6 21 56 126 

 

 

static int Fib(int n) 

        { 

            if (n == 0 || n == 1) 

                return 1; 

            else 

                return Fib(n - 1) + Fib(n - 2); 

} 

 :الحل باستخدام البرمجة الدٌنامٌكٌة

حٌث        ن تعقٌد الخوارزمٌة السابقة هو لاحظ أ
    

 
والسبب فً ذلك هو أن الكثٌر من الحدود ٌعاد حسابها مرات ومرات بٌنما فً     

 :انظر الى الشفرة التالٌة. الحل بتعقٌد خطً إلىٌمكن الوصول , الحقٌقة
static void Main(string[] args) 

        { 

          const int N = 15; 

          int[] a = new int[N]; 

            int i; 

            a[0]=1; 

            a[1]=1; 

            for (i = 2; i < N; i++) 

                a[i] = a[i - 1] + a[i - 2]; 

            Console.WriteLine(a[N-1]); 

        } 

      تعقٌد هذه الخوارزمٌة هو أنولا ٌخفً على أحد 

لى الزاوٌة إالعلٌا الٌسرى وٌرٌد الوصول  الزاوٌةولدٌنا لاعب ٌقف فً , MxNلتكن لدٌنا صالة :  ( monotonic path)المسار الرتيب : 2مثال 

 الأسفل ا والىه ٌحق للاعب التحرك إما إلى الٌمٌن ٌسٌر فٌها كً ٌصل إلى هدفه اذا علمت ان كم عدد المسارات التً ٌمكن للاعب ان, الٌمنى السفلى

 .(ٌطلق علٌه مسار رتٌب أسفل والىالٌمٌن  إلىإن المسار الذي ٌمكن السٌر فٌه  فقط ) .فقط

 
 
هو عدد      لٌكن . لهذه المسألة (Recursive Character) لاحظ الطابع التعاودي:  الحل

ٌجب ان ٌمر ان إما      المربع  إلى وكً ٌصل اللاعب     المربع المسارات كً نصل الى 

 .                  : بالمربع الذي ٌعلوه او المربع الذي ٌقع على ٌساره اي أن 

 .6x5من اجل  فً الشكل الى الٌسار عدد المسارات

 كما نر

 :ٌمكن تحوٌل التوضٌح السابق الى شفرة كما ٌلً
static void Main(string[] args) 

        {             

            int i, j; 

            const int N = 3, M = 5; 

           int[,] a = new int[N, M];                       

            a[0, 0]=1; 

            //*************************** 

            for (i = 0; i < N; i++) 

            { for (j = 0; j < M; j++) 

                { 

                    if (i == 0 || j == 0) 

                        a[i, j] = 1; 

                    else 

                        a[i, j] = a[i - 1, j] + a[i, j - 1];  

                    Console.Write("{0}  ", a[i, j].ToString()); 

                } 

                Console.WriteLine();  
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            } 

Console.ReadKey();   } 

 
فان المربع واقع فً أعلى  i=0وبالمثل اذا كان  الأعلىمن   لا طرٌق واحدإولذا لا ٌوجد  ,الٌسار أقصىمعناه ان المربع   j=0 تحقق الشرط ان اختبار

لاحظ أن الحالات الابتدائٌة هً المربعات الواقعة فً اقصى الٌسار وفً الصف  .هذا ٌعنً وجود طرٌق وحٌد قادم من الٌسارصف فً المصفوفة و

 . العلوي

 :ملاحظة 
كما سٌتضح فً المثال !!. الموجود بٌن ثناٌا المسألة( Recursion)الاستدعاء الذاتً فً المفتاح الى حل المسائل دائما وكذلك   لحالات الابتدائٌةلانتبه 

 :التالً

عندما تسقط الكرة فانها تسقط الى الدرجة التالٌة ,درجة  nٌتكون هذا السلم من , فوق سلم مبنى  لتكن لدٌنا كرة واقعة( الكرةسقوط ) : 3مثال 

التالٌة )فإنها تسقط فوق السابعة ( n=8)مثلا إذا كانت فوق الدرجة الثامنة . و هكذا حتى تصل الأرضدرجتٌن  تتجاوز درجة او تتجاوزمباشرة او 

 السؤال بكم طريقة ممكن ان تصل الكرة الارض؟. ثم تواصل طرٌقها إلى الأرض( درجتٌن  تتجاوز)او الخامسة ( درجة تتجاوز)او السادسة ( مباشرة

 

لكرة الى الدرجة السابعة أو السادسة أو حتى بٌن ثناٌا  للمسألة فما ان تصل ا( Recursion)واضح فً المسالة السابقة وجود استدعاء ذاتً : الحل

عدد الطرق اللازم لسقوط الكرة من    لتكن . واحدة او اثنتٌن تتجاوزالخامسة حتى تبدا نفس العمل فهً قد تسقط فوق الدرجة التالٌة مباشرة او 

 :ٌمكن وضع العلاقة التالٌة(counting principle)حٌنها  وحسب مبدأ العد  nالدرجة 

                        

 

اي تحل المسألة   n-1ثم تحاول النزول من الدرجة ( لهذا ضربنا فً واحدة حسب مبدأ العد)واضح أن الكرة ستقفز الى الدرجة التالٌة بطرٌقة واحدة 

 أو      أي تحل المسالة n-2ثم تحاول النزول من الدرجة ( و هذا ٌتم بطرٌقة واحدة)الكرة درجة  تتجاوزس( وهذا هو سبب الجمع) أو        

 .    اي تحل المسالة   n-3درجتٌن وتحاول النزول من الدرجة  تتجاوز

إما ان ف n=2واذا كانت      واضح ان الكرة ستسقط بطرٌقة واحدة اي أن  n=1عندما : بقً أن نعرف ما هً الحالات الابتدائٌة لهذه المسألة

او ( تهبط مباشرة) درجتٌن تتجاوزفاما  n=3و اذا كانت       درجة لتسقط فوق الأرض مباشرة  تتجاوز او ىولكرة فوق الدرجة الأتسقط ال

      درجة أو تسقط فوق التالٌة مباشرة تتجاوز
static void Main(string[] args) 

        {                         

            int i; 

            const int N = 8;  

            int[] a = new int[N]; 

            a[0]=1;a[1]=2;a[2]=3; 

            //*************************** 

            for (i = 3; i < N; i++)             

                a[i] = a[i - 1] + a[i - 2] + a[i - 3]; 

            //*************************** 

            for (i = 0; i < N; i++) 

                Console.Write("{0} ",a[i]);  

            Console.ReadKey();  

      } 

.  K<=Nحٌث  من الأمتار Kمتر واحد إلى كل خطوة ٌقطع من  فً من الأمتار و Nٌحاول عداء تجاوز مضمار طوله :  العداء والمضمار:  4مثال 

فان العداء  الأمتارمن  Kلاحظ انه من أجل أول . هذه المسالة هً تعمٌم للمسائل السابقة. السؤال بكم طريقة يمكن للعداء أن يقطع هذا المضمار

وز مترٌن ثم ٌحل المسألة من أجل ٌتجا أو الأمتارمن  K-1و ٌتجاوز متر واحد ثم ٌحل المسالة من أجل أٌستطٌع قطع المسافة بخطوة واحدة مباشرة 

K-2  أولالخ  اي انه من اجل i (i<=k)  (التً تسبقه والواحد ٌشٌر الانتقال المباشرةكل العناصر مجموع ) لدٌنا العلاقة التالٌة الأمتارمن: 
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    عنصرا التً تسبق  kهو مجموع ال    متر لدٌنا  (i>k) مابعد iثم من اجل الخطوة 

        

 

   

 

ثم حلها من اجل المتر   k+1مترا التً تسبق المتر ذو الرقم  kفانه ٌجب حل المسالة من أجل   k+2 او مثلا  k+1فمثلا كً ٌصل العداء الى المتر رقم 

ٌمكن  ل مترٌنوفقط كما أن ا ,قطعه بطرٌقة واحدة متر ٌمكن أول أنثم لاحظ  وهناك يكمن الاستدعاء الذاتي N إلىنصل  ىوهكذا دوالٌك حت الأخٌر

 .متر kى لان العداء ٌستطٌع التجاوز مباشرة حت (تدائيةبوهذه هي الحالات الا)   مترٌن مباشرة أواجتٌازهما بطرٌقتٌن مترا مترا 

static void Main(string[] args) 

        {                         

            int i,j; 

            const int N = 15; 

            const int K = 4;  

            int[] a = new int[N];           

            //*************************** 

            a[1]=1; 

            for (i = 2; i <= K; i++) 

            {    

                for (j = 1; j < i; j++) 

                    a[i] = a[i]+a[j]; 

                a[i] = a[i] + 1; 

            } 

            for (i = K+1; i < N; i++) 

            { 

                a[i] = 0; 

                for (j = 1; j <= K; j++) 

                    a[i] =a[i]+ a[i - j]; 

            } 

            for (i = 1; i < N; i++) 

                Console.Write("{0} ", a[i]);  

            Console.ReadKey();  

      } 

فً  وٌقوم بعمله (ضرٌبة كل محل محددة سلفا) من المحلات  nxmسوق ٌتكون  فًبعمله  ان ٌقوم  ٌرٌد محصل ضرائب: (محصل الضرائب) 5 مثال

المطلوب مساعدة . ى الجنوبالإما  وإما إلى الشرق  الشمال الغربً وٌحق للمحصل ان ٌسٌر أقصى فإذا كان المحل الاول ٌقع عند, الضرائب تحصٌل

 . من الضرائب المحصلة قدر بأكبر (أقصى جنوب الغرب)المحل الأخٌر  المحصل كً ٌصل الى

 :الحل

 عبر أماعن طرٌق احد المحلٌن  إلا     المحل  إلىفً الحقٌقة لن نصل  ننا نبحث عن مسار رتٌب؟أ ىترألا تشبه هذه المسالة مسالة اللاعب؟  ألا

اكبر  سٌختار من الطرٌقٌن ما ٌضمن له كان المحصل ٌرٌد اكبر كمٌة من التحصٌل فهوفإذا .(  Recursionهل تلاحظ )       عبرو أ      

 (فقط الأولالصف ) الشمال وأقصى (الأولالعمود ) الغرب أقصىالمحلات التً تقع  إنترى  لاأ الآن و. من الطرٌقٌن maxسٌختار  إي ,تحصٌل

 (.حالاتنا الابتدائٌة)تملك فقط طرٌقا واحد

 

 الحل ٌعطىوبٌنما المربع الى الٌمٌن ٌوضح الحل بعد التحصٌل  كل محلٌوضح المربع الأول إلى الٌسار مقدار الضرائب التً ٌمكن تحصٌلها من 

 :بالعلاقة التالٌة

                         

 

 

 

 

 

 

1 1 1 1 100 

2 1 3 1 1 

4 8 7 3 5 

10 8 5 2 7 

 

1 2 3 4 104 

3 4 7 8 105 

7 15 22 25 110 

17 25 32 34 117 

 

1 1 1 1 3 

2 1 3 1 1 

4 8 7 100 5 

10 8 5 2 7 

 

1 2 3 4 7 

3 4 7 8 9 

7 15 22 122 127 

17 25 32 124 134 
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static void Main(string[] args) 

        {                         

            int i,j; 

            const int N = 5; 

            const int M = 4;  

            int[,] a = new int[N,M];           

            int[,] b = new int[N,M]; 

            Random r = new Random(); 

            //***************************             

            for (i = 0; i < N; i++) 

                for (j = 0; j < M; j++) 

                    a[i, j] = r.Next (10,99);   // random numbers in matrix a          

            b[0,0]=a[0,0];//first shop 

            //**************************** 

            for (i = 1; i < N; i++)  //first column  

                b[i, 0] = a[i-1,0] + a[i, 0]; 

            for (j = 1; j < M; j++) // first Row 

                b[0, j] = a[0, j - 1] + a[0, j]; 

          //************************************** 

            for (i = 1; i < N; i++) 

              for (j = 1; j < M; j++)                 

                   b[i, j] = max(b[i - 1, j],b[i,j-1]) + a[i, j]; 

            output(a, N, M); 

            output(b, N, M); 

          Console.ReadKey(); 

            //**************************************** 

      } 

 

        static int max(int x, int y) 

        { 

            if (x > y) 

                return x; 

            return y; 

        } 

        static void output(int[,] a, int n, int m) 

        { 

            int i, j; 

            for (i = 0; i < n; i++) 

            { 

              for (j = 0; j < m; j++) 

                    Console.Write("{0}\t",a[i,j]); 

                Console.WriteLine ();   

              } 

            Console.WriteLine();   

        } 

 الصراف ٌملك الفئات التالٌة فاذا كان. بفئات اصغر    ( 100مثلا )  n  محل صرافة لٌقوم بتبدٌل عملة  من الفئة دخل زبون الى : الصراف 6مثال 

 .اللازمة النقدٌة الأوراقمن معرفة اقل عدد ساعد الصراف فً  (.    ) لمرتبة تصاعدٌاا (                ) 

 

بمقدار واحد  أكثر الأوراقواضح ان تبدٌل العملة بفئات اصغر ٌعطً عدد من   jلصرف القٌمة  المستخدمة  الأوراقهو عدد     لٌكن لدٌنا : الحل 

 :لذا سٌكون الحل بالشكل التالً -       ى حل صرف ٌؤول ال الحلٌجعل  iكما ان حل المسالة باختٌار الفئة  ( 1 لذلك نزٌد بمقدار) الأقلعلى 
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ورقة  لم ٌعطنا الزبون اياذا , ∞ مستحٌل الأمرالمطلوب صرف ورقة ذات قٌمة سالبة فهذا  اذا كان.الصراف المتوفرة عند   i الفئةقٌمة     حٌث 

انظر هذا  .ممكن ان تحقق الغرض ونحل المسالة من اجل بقٌة المبلغ ورقة موجبة فسنعطٌه اصغر قطع أعطانااما اذا ,  c[0]=0فلن ٌحصل عل شًء 

 .الحالة التوضٌحً

     فإن  i=2  عندما (25-10-5-1)لدٌنا عملات من الفئة  

       

 

         

           
           
          
            

  

         

           

           
          

            

  

 

 

         

           

           
          

                 

  

 

 

         

           
           
          

                

  

 

         

           
           

                                
            

  

 

تعٌد الدالة .(50- 10- 5 – 1)من الفئات  الأوراقباستخدام اقل عدد من   40وحتى  1من  صرف  أي مبلغ   لإٌجادٌلً شفرة فٌما 

MinimumsCount بٍنما تحسب  ,( الأعلى إلىانظر ) مصفوفة تحتوي على القٍم التً تقع ٌمٍن الحاصرةMinimum  اقل قٍمة كً تمنح هذه القٍمة

 .c[0]=0اننا وضعنا كما  c[j]الى 

//static int  

         const int N=40; 

         static int[] d = new int[] { 1, 5, 10, 50 };// coins 

         static int[] c = new int[N]; // save the counted sums 

        static void Main(string[] args) 

        {           

            c[0] = 0; 

             //============================ 

            int m = 37; 

            int j; 

            int[] MinimumArray; 

            c[0]=0; 

            for (j = 1; j < m;j++ ) 

 c[i]وسنحتفظ داخل , بالفئات المتوفرة لدى الصراف dسوف نحفظ داخل مصفوفة   

 iعدد الطرق التً ٌمكن تمثٌل القٌمة   c[i]وسنحفظ داخل . بالقٌمة التً حسبناها سلفا

 .حسب العلاقة السابقة ∞=c[j]سالبة فإن  jإذا كانت قٌمة .بأقل عدد من القطع المتوفرة
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               { 

                   MinimumArray = valuesCount(j); 

                   c[j] = Minimum(MinimumArray); 

               } 

            for (j = 1; j < m; j++) 

                Console.Write("{0}:{1} ", j, c[j]); 

            Console.ReadKey(); 

            //**************************************** 

        } 

        static int[] valuesCount(int j) 

        { 

            int i; 

            int[] mins = new int[d.Length]; 

            for (i = 0; i < mins.Length; i++) 

                if (j - d[i] < 0) 

                    mins[i] = 1+1000000;  //inifinity 

                else 

                    mins[i] = 1 + c[j - d[i]]; //1+0 0r 1+somevalue 

            return mins; 

        } 

        static int Minimum(int[] a ) 

        { 

            int i, min; 

            min = a[0]; 

            for (i = 1; i < a.Length; i++) 

                if ( a[i]<min) 

                    min = a[i]; 

            return min; 

        } 

 

 

 رٌناتم

 ؟(Knapsack problem)مسالة حرامً الذهب  بالاستفادة منكٌف ٌمكن حل مسالة الصراف  .1

 .هات اكبر مصفوفة داخل المصفوفة المعطاة والتً تتكون فقط من وحدات, مكونة من أصفار و وحدات nxmدٌك مصفوفة  مربعة ل .2

كٌف نساعد المخالف على دفع اقل .بحٌث تصبح دفع غرامات  بدل تحصٌل ضرائب ماذا لو عكسنا الوضع فً مسالة محصل الضرائب .3

 غرامة ممكن بخروجه من آخر مكتب؟

ن بحٌث ٌكون مجموع عناصر الاولى كٌف ٌمكن ان تقسمها إلى مجموعتٌن متساوٌتٌ, الأعداد الموجبة مصفوفة تحتوي على مجموعة من .4

 ( Knapsack problemاستفد من ).ٌساوي مجموع عناصر الثانً

              هما اتعلمت ان حاصل ضرب مصفوفتٌن قٌاس فإذا.  (           )لٌكن لدٌنا مجموعة من المصفوفات  *  .5

من  طبعا مقاٌٌس كل مصفوفة.ترتٌب لعملٌة الضرب بحٌث تكون مجموع التكالٌف النهائٌة اقل ما ٌمكن أفضل فأوجد       ٌكلف 

 (                      )المصفوفات معطى بالصورة 

 :حالات التالٌةمثلا اللدٌنا   A,B,C,Dمصفوفات  أربعةمن اجل 

(A)(BC)D(),(AB)(CD),(((AB)C)D),(A(B(CD))) 

 .مثلا (A(B(CD))) .داخل الأقواس ستنفذ قبل البقٌة عملٌات الضرب الموجودأن  لاحظ, ٌكون الجواب احد الحالات السابقة  أنٌجب 

لا ) التوالً  ىوقفت ثلاث فتٌات أو أكثر عل حدوث فوضى اذا  احتمالو تكون هناك , فً روضة أطفال ٌقف التلامٌذ فً طابور الصباح .6

 .بٌن احتمال حدوث فوضى فً هذا الطابور تلمٌذا وتلمٌذة nٌتكون من  اطابور  أعطٌت فإذا. (قٌود على الغلمان  أيٌوجد 

على صفرٌن التً لا تحتوي  الأعداداحسب كمٌة . (تساوي صفر واضح ان الخانة الاول لا)خانة n (n<=9)لٌكن لدٌك عدد مكون من  .7

 التوالً ىعل


