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Errors: 

 ٚ فٝ اورش ِٓ  Approximated Solution ٚاي  Exact Solutionٔغثح اٌخيأ ٘ٝ اٌفشق تيٓ اي

:  دٖ Errorىشيمٗ الذس اؼغة تيٙا اي

(1) Exact Error: 

𝐿𝑒𝑡 𝐴 𝑏𝑒 𝑡𝑕𝑒 𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑛𝑑 𝐴~ 𝑏𝑒 𝑡𝑕𝑒 𝐴𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒𝑑 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑡𝑕𝑒𝑛  

𝑇𝑕𝑒 𝐸𝑥𝑎𝑐𝑡 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 = 𝐴 − 𝐴~ 

ٔظشا ٌٍمأْٛ دٖ الذس الٛي اْ اٌؽً ِّىٓ يىْٛ عاٌة اٚ ِٛظة ٚ تّا اْ الاؽاسٖ ِؼ ِّٙٗ أّا 

 Errorاٌّمذاس ٘ٛا اٌُّٙ فا ذٛفٍٛا ٌٍيشيمٗ اٌرأيٗ ٌؽغاب اي 

(2) Absolute Error: 

= |𝐴 − 𝐴~| 

   تظ Absolute٘ٛا ٔفظ اٌمأْٛ اٌٍٝ فٛق تظ ٘ضٚد اي 

(3) Relative Error: 

=
 𝐴 − 𝐴~ 

 𝐴 
 

   More Accurateٚدٜ اٌيشيمٗ اٌٍٝ ٕ٘غرخذِٙا ػٍٝ ىٛي لأٙا 

(4) Percentage Error: 

=
 𝐴 − 𝐴~ 

 𝐴 
∗ 100 % 

ٔفظ اٌٍٝ فٛق ِعشد ٘ضٚد إٌغثٗ تظ 

 

 

EX: 

ٌٛ فشمٕا اْ أا ػٕذٜ ػذد وغشٜ صٜ ِصلا 
1

3
  تيغاٜٚ واَ ؟3 اٌّفشك اْ ٚاؼذ ػٍٝ  

1

3
= 0.333333 …. 

إٌمو دٜ يؼٕٝ اٌٝ ِالا ٔٙايح ىية أا ػايضٖ اذأوذ ً٘ فؼلا اٌؼذد اٌؼؾشٜ اٌٍٝ ىٍؼرٗ دٖ تيغاٜٚ ٚاؼذ 

  ٚ لا لا3ػٍٝ 

 :٘ثـ وذٖ ػٍٝ اٌيشف اٌيّيٓ ٘لالٝ أٗ تيغاٜٚ

0.333 … . = 3 ∗ 10−1 +  3 ∗ 10−2 +  3 ∗ 10−3 + ⋯. 
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 ٚ ػٍؾاْ اػشف ِعّٛػٙا ٘يثك اٌمأْٛ  Infinite Geometric Seriesٚ تاٌراٌٝ ٘لالٝ اْ دٜ ػثاسٖ ػٓ 

 :اٌٍٝ تيمٛي

𝑎

1 − 𝑟
 , 𝑟 < 1 

𝑎 is the first term in the series 𝑎𝑛𝑑 𝑟 "is the bas"   

 :ٚتاٌرؼٛيل فٝ اٌمأْٛ دٖ ٕ٘لالٝ اْ

=
3 ∗ 10−1

1 − 10−1
=

3

10 − 1
=

3

9
=

1

3
 

 يثمٝ فؼلا فػ وذٖ

  

𝐴𝑠𝑠𝑢𝑚
1

3
≈ 0.333 = 𝐴~ 

  تاٌيشق اٌٍٝ لٍٕا ػٍيٙا Exact تيٓ اٌؽً دٖ ٚ اٌؽً اي  Errorػايضٖ تمٝ اىٍغ اي 

(1) Exact Error: 
1

3
−  0.333 = 0.00033333 …. 

(2) Relative Error: 

0.0003333

1
3

=

1
3

∗ 10−3

1
3

= 10−3 

(3) Percentage Error: 
𝑅𝐸 ∗ 100 % = 10−3 ∗ 100 % = 0.1% 
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Problem to be solved later: 

 Exact ٚدٖ اٌؽً اي 10000 ِشٖ  إٌاذط ٘ييٍغ 100000 ػٍٝ ٔفغٙا  0.1اٌيثيؼٝ اْ أا ٌٛ ظّؼد 

ٌىٓ ٌٛ ىٍثد ِٓ اٜ وّثيٛذش يؽً اٌّغأٌٗ دٜ ِؼ ٘ييٍغ اٌؽً دٖ اتذا ٘ييٍغ دايّا ؼاظٗ لشيثٗ ِٕٗ ِصلا 

  ىية ٌييييييٗ؟  9999.99447

   Infinite number of bitsالاظاتٗ اْ اٌىّثيٛذش ِيمذسػ يخضْ اٌشلُ فٝ 

 ٕ٘ؼشف اصاٜ تمٝ تاٌرفقيً لذاَ خٍٛ٘ا فٝ تاٌىٛا يؼٕٝ دٜ اٌّؾىٍٗ اٌٍٝ ػايضيٓ فٝ اخش اٌّؽامشٖ ٔفّٙٙا 
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Sources of Error 

1- Human Error 

  ٚاؼذ ِشوض اٜٚ يؼٕٝ 0= فٝ ػٕذٔا ِثذأ وذٖ ٕ٘رفك ػٍيٗ اْ اؼرّاي اٌخيأ اٌثؾشٜ 

Human Error = Zero 

2- Finite Precision of Computer 

Representation of integer and float numbers in computer 

Integer Number: 

 :ٌٛ افرشمٕا أا ِصلا ػٕذٜ اٌشلُ دٖ 

 1 0 1 0 1 1 0 1 2 →→ =  173 10 

 دٖ تراع اي  bit اٌٍٝ فٝ الاٚي اؼو فيُٙ اٌشلُ ٚ اخش  bit 15 ٘يثمٝ ػٕذٜ  bit 16ٚ ٘خضْ اٌشلُ دٖ فٝ 

sing  ْيثمٝ اٌؼذد دٖ ِٛظة0 يثمٝ اٌؼذد دٖ عاٌة ٚ ٌٛ واْ 1 ٌٛ وا  

  اٌثالٝ دٖ ٘ؽو فيٗ ايٗ ؟ ٘ؽو فيٗ اففاس  bit 8ىية ٌٛ تقيد ٌٍشلُ دٖ ٘لالٝ أٗ افلا 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 

الاسلاَ اٌٍٝ ٌٛٔٙا اصسق دٜ تراػد اٌؼذد ٔفغٗ ٚ الاعٛد دٜ الاففاس اٌٍٝ صٚدٔا٘ا ٚ اخش ٚاؼذ اٌٍٝ ٌٛٔٗ 

 . ػٍؾاْ اٌؼذد ِٛظة0 ٚ خٍيٕاٖ  Signؽثٗ الاؼّش دٖ تراع اي 

 Floating Number: 

 دٖ تمٝ اُ٘ ؼاظٗ ٚ اٌٍٝ ٕ٘ؾرغً تيٗ ػٍٝ ىٛي ذمشيثا 

 : يؼٕٝ اؼيٗ فٝ اٌقٛسٖ دٜ Normalization لاصَ اػٍّٗ ؼاظٗ اعّٙا  floatػٍؾاْ اخضْ ػذد 

𝑋 = 𝑞 ∗ 2𝑛  

0.5 ≤ 𝑞 < 1 

 ٚ اوثش ليّٗ  0.5 ػٍيٙا ؽشه اْ افغش ليّٗ ِّىٓ ذاخذ٘ا ٘ٝ  Mantissaدٜ ؼاظٗ اعّٙا اي  q اي 

 ٚ ٌيٙا ؽشه وّاْ اْ اٚي سلُ تؼذ  binaryٚاٌٍٝ ِؼ ِّىٓ ٘رٛفٍٙا ٘ٝ اٌٛاؼذ ٚ ىثؼا دٜ ترثمٝ ػذد 

  ِّٙا ؼقً يؼ1ٕٝ لاصَ يىْٛ  pointاي

 :ٕ٘ؾٛف اِصٍٗ وذٖ ػٍؾاْ ذٛمػ اٌذٔيا ؽٛيٗ

Ex: 
𝑖𝑓 𝑋 = 0.0001101 

  normalizationٌٛ ػايضيٓ ٔخٍٝ اٌؼذد دٖ فٝ فٛسٖ الذس اخضٔٗ تيٙا فٝ اٌىّثيٛذش ٘ؼٍّٗ 
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 ِشاخ 3 ػٍؾاْ اظيثٙا ٘ؽشن اٌؼلاِٗ تراػد اٌؼذد اٌؼؾشٜ  Mantissaاصاٜ تمٝ اٚي ؼاظٗ لاصَ اظية اي 

 صٜ ِا اٌؾشه تيمٛي ٚ تّا أٝ ٘ؽشوٙا 1ٔاؼيٗ اٌيّيٓ ػٍؾاْ يثمٝ اٚي ؼاظٗ ػٍٝ يّيٓ اٌؼلاِٗ سلُ 

 : فٝ وً ِشٖ تؽشوٙا فيٙا يؼٕٝ ٘رثمٝ وذٖ 1−2يّيٓ يثمٝ اوٕٝ تنشب فٝ 

𝑋 = 0.1101 ∗ 2−3 

  ِشاخ ٌؽذ ِا ٚفٍد ٌٍٛاؼذ3 لاْ أا ؼشورٙا 

 :ىية ٌٛ افرشمٕا اْ

𝑋 = 1101.0011 

 فا ٕ٘ا ٘ؽشن اٌؼلاِٗ ٔاؼيٗ اٌؾّاي ٌؽذ الاخش فا اٌؼذد ٘يثمٝ 1 لاصَ ذثمٝ الً ِٓ  Mantissa ىثؼا اي

 وذٖ

𝑋 = 0.11010011 ∗ 24 

  ِشاخ ٔاؼيٗ اٌؾّاي يثمٝ ٘راخذ اؽاسٖ ِٛظثح 4 لاْ أا ؼشود اٌؼلاِٗ power  4ٕ٘ا خٍيد اي 

 ٔؾٛف تمٝ تؼذ ِا ؼٌٕٛا اٌؼذد دٖ ٌٍقٛسٖ اٌٍٝ الذس اخضٔٗ ػٍيٙا اصاٜ تمٝ ٘خضٔٗ تاٌظثو ؟

 bit 16 اذىٍّٕا ػٍيٙا فٝ  X ٚ ٌٕفرشك اْ أا ٘خضْ اخش  bitاٚلا لاصَ اتمٝ ػاسفٗ أا ٘خضٔٗ فٝ واَ 

𝑋 = 0.11010011 ∗ 24 

 دٚي اٚ ايا اْ واْ ػذدُ٘ ٘مغُّٙ ظضئيٓ ظضء تيغاٜٚ اٌشتغ ٚ اٌعضء اٌرأٝ تيغاٜٚ اٌثالٝ bit 16اي 

 ٚ اٌعضء   power دايّا اٌعضء اٌٍٝ تيّصً اٌشتغ تخضْ فيٗ اي  bit  ٚ 12 bit 4 ٘يرمغّٛا ي 16يؼٕٝ اي

    Mantissaاٌثالٝ تخضْ فيٗ اي 

 ػٍؾاْ اٌشلُ power  ٚ 3 تراع اي sign ػٍؾاْ اؼو فيٗ اي  bit 1 ٘مغُّٙ  power ترٛع اي  bit 4اي 

 ٔفغٗ

 اٌثالييٓ ػٍؾاْ اٌشلُ 11 ٚ اي  sign ػٍؾاْ اي bit 1 ٘مغُّٙ تشمٛا  Mantissa ترٛع اي  bit 12ٚ اي 

 .ٔفغٗ
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 :ٔؾٛف تمٝ اصاٜ ٕ٘ؽيُٙ تاٌظثو

0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 

 

  sign اٌٝ ٌٛٔٗ غاِك ؽٛيٗ دٖ اي bit ٚ اٚي  power ٚ الاعٛد دٖ اي  Mantissaاٌٍٝ تالاصسق دٖ اي 

 power تراػد اي  sign ٚاٌٍٝ تؼذيٗ دٖ اي  Mantissaتراػد اي 

 ٚ وذٖ يثمٝ أا خضٔد اٌشلُ اٌؽّذلله 

  ٚ ٔؾٛف وذٖ ٕ٘خضْ فيٗ اصاٜ ؟ bit computer 32ٕ٘اخذ تمٝ ِصاي ػٍٝ 

EX: 

Computer that represent floating point number in 32 bit (8 bit for exponent (power) and 

24 bit for Mantissa) 

a) Calculate the largest represent able positive number? 

b) Calculate the smallest represent able positive number? 

c) Total number of represent able real numbers? 

 

 

 

16 Bit

4 Bit for 
power

1 bit for 
sign

3 bit for 
Magnitud

12 Bit for 
Mantissa

1 bit for 
sign

11 bit for 
Magnitud
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 ِّىٓ  Xاٚي ؼاظٗ ٘ٛا ػايض يؼشف اوثش سلُ ِّىٓ اخضٔٗ فٝ اٌعٙاص دٖ  يؼٕٝ ػايضٖ اػشف ايٗ اوثش سلُ 

 اخضٔٗ

 :ىية يثمٝ أا ػايضٖ اظية 

𝑋max = 𝑞max ∗ 2𝑛max  

 يثمٝ أا ػايضٖ  Sign لاْ اخش ٚاؼذ دٖ تراع اي  bit 23 ٘ٝ تررخضْ فٝ mantissaاٚي ؼاظٗ ٘ؾٛف اي 

mantissa  23 فيٙا bit  فٝ اي 1 ٚأا ػايضٖ اوثش ؼاظٗ يثمٝ ٘ؽيٙا وٍٙا 1 ٚ 0 ٚ تّا اْ أا ِؼٕذيؼ غيش 

23 bit   

𝑞max  = 0.11111111111111111111111  

  ٘رثمٝ تاٌؾىً دٖ  seriesاٌىلاَ دٖ ٌّا اؼة اؼٌٛٗ ي

𝑞max  = 2−1 + 2−2 + 2−3 + … . +2−23 

 : ٚ ػٍؾاْ اػشف ِعّٛػٙا ٘غرخذَ اٌمأْٛ Finite Geometric Seriesٚ دٜ ػثاسٖ ػٓ 

𝑆𝑢𝑚 =
𝑎 1 − 𝑟𝑛 

1 − 𝑟
  

 : ٘ٝ ػذد اٌؽذٚد ٚتاٌرؼٛيل ٘يثمٝ n ٕ٘ا اي 

=
2−1 1 −  2−1 23 

1 − 2−1
=  1 − 2−23 ≈ 1 =  𝑞max   

 ٚاٌٍٝ ِؼ ِّىٓ ذٛفٍٙا ٘ٝ اٌٛاؼذ ٚ ٕ٘ا ىٍغ اٌميّٗ ٚاؼذ  mantissaىثؼا اؼٕا اذفمٕا اْ اوثش ليّٗ ًٌ 

  ٚ دٜ ىثؼا ِفشلرؼ وريش ػٓ اٌٛاؼذ ٘ٝ الً ِٕٗ تعضء لٍيً ظذااااا  power -23 2ٔالـ 

   nٔؾٛف تمٝ اي 

 ّ٘ا دٚي اٌٍٝ ٘ؽو فيُٙ  bit 7 يثمٝ فامً  sign ٚاؼذ ُِٕٙ ًٌ bit 8 تررخضْ فٝ  nٔفظ اٌىلاَ اي 

  يثمٝ ٘رثمٝ وذٖ 1اٌشلُ ٚ تّا أٝ ػايضٖ اوثش ؼاظٗ يثمٝ ٘ؽيُٙ وٍُٙ 

𝑛max = 1 1 1 1 1 1 1 =  127 10  

  يثمٝ وذٖ ٚفٍد لاوثش سلُ ِّىٓ اخضٔٗ اٌٍٝ ٘ٛا127 ِّىٓ اؼيٗ ٘ٛا  Power يثمٝ اوثش 

𝑋max =  1 − 2−23 ∗  2127  ≈ 2127  

  تظ وذٖ 

 

 

 

 



8  

 

 ٔؾٛف تمٝ ذأٝ ؼاظٗ اٌٍٝ ٘ٝ افغش سلُ ِّىٓ اخضٔٗ ٚ دٜ عٍٙٗ

𝑋min = 𝑞min ∗ 2𝑛min  

 اٌٍٝ تيغاٜٚ  0.5 ٚ اؼٕا ِرفميٓ ِٓ لثً وذٖ اْ افغش سلُ ِّىٓ ذاخذٖ ٘ٛا  mantissaٔؾٛف الاٚي اي 

   binary  0.1فٝ اي

  - 127 يثمٝ اويذ الً ليّٗ ٌيٗ ٘ٝ 127 فا اػٍٝ ليّٗ ٌيٗ وأد  Powerأِا اي 

 :يثمٝ افغش سلُ ٘ٛا

𝑋min = 0.1 ∗ 2−127  ≈ 2−128  

 اخش ِيٍٛب تمٝ تيمٛي ػايض يؼشف ػذد الاسلاَ اٌٍٝ ِّىٓ اخضٔٙا فٝ اٌىّثيٛذش دٖ

  ؟   bit تياخذ واَ  powerاٚلا اؽٛف ٘ٛا اي

  ىية ٚ ايٗ ٘ٝ الاؼرّالاخ تراػد الاسلاَ فيُٙ ؟ 8تياخذ 

  1 يا 0ِفيؼ غيش يا 

  ٘يىْٛ  powerيثمٝ وذٖ ػذد اي 

𝑛 = 28 

 ؟  Mantissa ٚ ىية ٚ ٔفظ اٌىلاَ ػٍٝ اي 

  1 تؼذ اٌؼلاِٗ اٌؼؾشيح لاصَ يىْٛ  bit تيرغيشٚا لاْ اٚي  bit 24لا ٕ٘ا ٘شاػٝ ؼاظٗ اْ ِؼ وً اي 

  تظ اٌٍٝ تيرغيشٚا 23يثمٝ أا ػٕذٜ ِىاْ شاتد  ٚ 

  ٘يثمٝ mantissaيثمٝ ػذد اي 

𝑞 = 223  

 يثمٝ ػذد الاسلاَ وٍٙا 

= 28 ∗ 223 = 231 

 تظ ػذد تغيو ا٘ٛ 

 

 

  

 

 



9  

 

Converting floating numbers into binary  

  decimal  ًٌ binaryصِاْ وذٖ وٕا اذؼٍّٕا اصاٜ ٔؽٛي الاػذاد اٌىغشيح ٚاٌؼؾشيٗ ِٓ اي 

 ٕ٘فرىش تمٝ اٌؽٛاس دٖ واْ تيرُ اصاٜ؟

 ٌٛ اخذٔا ػذد ٚ ٌٕفرشك

 𝑅 =
1

10
 

 ٚ اٌؼذد اٌٍٝ ٘ييٍغ ٘مغّٗ ظضئيٓ ظضء فؽيػ ٚ ظضء 2 اٚي ؼاظٗ ٘نشتٗ فٝ  binaryػٍؾاْ اؼٌٛٗ ًٌ 

ػؾشٜ ٚ امشب اٌعضء اٌؼؾشٜ فٝ اذٕيٓ ٚ الغُ اٌشلُ اٌٝ ىٍغ ٚ ٘ىزا ٌؽذ ِا اٚي ظضء ػؾشٜ ىٍغ ِٓ 

 اٚي ػٍّيٗ مشب يرىشس ذأٝ ٚ ٌٛ ِرىشسػ خلاؿ ٘مف ػٍٝ ػذد الاسلاَ تؼذ اٌؼلاِٗ اٌٝ أا ػايضاُ٘

  ٔيثك اٌىلاَ اٌغشية دٖ

  2اٚي ؼاظٗ امشب اٌشلُ فٝ 

2𝑅 = 0.2 

  ٔمغُ اٌشلُ دٖ ظضء فؽيػ ٚ ظضء ػؾشٜ

𝑑1 = 0      𝑓1 = 0.2 

  ذأٝ ٚ ٔمغ2ّٗٚ ٔنشب اٌعضء اٌؼؾشٜ فٝ 

2𝑓1 = 0.4 

𝑑2 = 0      𝑓2 = 0.4 

  ٚ ٔنشب ذأٝ 

2𝑓2 = 0.8 

𝑑3 = 0      𝑓3 = 0.8 

 ِرمٍمٛػ فٝ ٚاؼذ ٘ايعٝ ا٘ٛ 

2𝑓3 = 1.6 

𝑑4 = 1      𝑓4 = 0.6 

2𝑓4 = 1.2 

𝑑5 = 1       𝑓5 = 0.2 

 دٜ اٌٝ  Sequence ٕ٘ا ٌميد اْ اٚي ظضء ػؾشٜ ىٍغ اذىشس ذأٝ خلاؿ الف وذٖ لأٗ ٘ثفنً يىشس اي 

 ِالا ٔٙايح تمٝ 

  ٕ٘ا ؟ binaryىية فيٓ اٌؼذد اي
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  ٘ٝ الاسلاَ اٌٍٝ ىٍؼد فٝ اٌعضء اٌقؽيػ   binaryاٌؼذد اي

𝑅2  ≈ 0.000110011 …. 

 ىية دٖ تمٝ ؼً اٌّؾىٍٗ اٌٍٝ وٕا عيثٕا٘ا فٛق دٜ 

 اْ اٌىّثيٛذش ِؼ تيمذس يخضْ اٌٝ ِالا ٔٙايح فا ٌّا تيماتٍٗ سلُ صٜ دٖ  ٚ ػايض يخضٔٗ تيؼًّ ؼاظٗ ِٓ اذٕيٓ

  افػ rounding  ٚ اي rounding اٚ يؼًّ  choppingيا اِا يؼًّ 

 ٌؽذ ٌّا يفٛق اٌّغاؼٗ اٌٍٝ ػٕذٖ يمَٛ  bits ؟ يؼٕٝ ٘يفنً يخضْ اي choppingىية يؼٕٝ ايٗ يؼًّ 

 يشِٝ تالٝ اٌشلُ ٚلا اوٕٗ ؽايفٗ 

 تمٝ تيثـ ػٍٝ اٌشلُ اٌٍٝ اٌّفشٚك يمف ػٕذٖ يؼٕٝ ٌٛ لٍٕا اؼٕا  rounding؟ اي roundingىية ٚاي

 فا  mantissa ترٛع اي  bit 11 يثمٝ وذٖ ٘ٛا ٘يخضْ اٌىلاَ دٖ فٝ  bit computer 16تٕرؼاًِ ِغ 

 خلاؿ ٘يٕفل ٌٍثالٝ وٍٗ ٚلا اوٕٗ 0  ٌٛ ٌما٘ا 12 ِٓ اٌشلُ صٜ ِا ّ٘ا ٚ يثـ ػٍٝ سلُ  bit 11٘يٕمً

  اٌٍٝ ِٛظٛديٓ ػٕذٖ دٚي bit 11 ٘يعّغ ٚاؼذ ػٍٝ اي 1ؽايفٗ ٚ يىًّ ػٍٝ وذٖ ٌىٓ ٌٛ ٌماٖ 

  اٌٍٝ لٍٕا ٕ٘رىٍُ ػٍيٗ فٝ الاٚي اٌٍٝ ٘ٛا  Errorىية دٖ وذٖ تمٝ اٌٍٝ ٘ٛا اي 

Finite precision of computer  

ٚ دٖ اٌٍٝ ػًّ ِؾىٍٗ فٝ اٌّغأٌٗ اٌٍٝ عثٕا٘ا فٛق أٗ ِثيمذسػ يخضْ اٌٝ ِالا ٔٙايٗ فا لاصَ 

 ٚتاٌراٌٝ ِؼ  error وذٖ ػٍؾاْ يىًّ ٚ وً ِشٖ تيغية ؼاظٗ تيؽقً ٔغثٗ  bitsيغرغٕٝ ػٓ ؽٛيٗ 

 . فػ ٚ اْ واْ تييٍغ ٔاذط لشية ِٕٙا summationتييٍغ إٌريعٗ تراػد اي 

 

Ex # 1: 

Find Exact (E) and Relative (ER) Error: 

𝐴 = 10.147 && 𝐴` = 10.159 

𝐸 = 10.147 − 10.159 = 0.012 

𝐸𝑅 =
0.012

10.147
= 0.0011826 

Ex # 2: 

Convert to Decimal: 

1- 10101)2   

= 1 ∗ 20 + 0 ∗ 21 + 1 ∗ 22 +  0 ∗ 23 + 1 ∗ 24 

= 1 + 4 + 16 

=  21 10 

2- 0.11011)2  
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= 1 ∗ 2−1 +  1 ∗ 2−2 +  0 ∗ 2−3 + 1 ∗ 2−4 + 1 ∗ 2−5 

=
1

2
+

1

4
+

1

16
+

1

32
=

27

32
 

3- 11.0010010001)2 

= 1 ∗ 20 + 1 ∗ 21 + 1 ∗ 2−3 + 1 ∗ 2−6 + 1 ∗ 2−10  

= 1 + 2 +
1

8
+

1

64
+

1

1024
= 3.1416015 

Ex # 3: 

If  2 = 1.4142136237309)10 exactly and ≈ 1.0110101)2 approximately Find 

the error:  

  Binary تاٌظثو ٘ٝ اٌميّٗ دٜ ٚ لاي اْ اٌميّٗ دٜ ذمشيثا فٝ اي 2٘ٛا ٕ٘ا تيمٛي اْ ليّٗ ظزس  

  Errorترغاٜٚ اٌٍٝ ٘ٛا لاٌٗ دٖ ٚ ػايضٔا تمٝ ٔيٍغ ليّٗ اي

 خٍٝ تاٌىٛا  Approximated ٔالـ اٌميّٗ اي Exact ػثاسٖ ػٓ اي ليّٗ اي Errorىية ٘ٛا افلا اي

 يثمٝ  Binary تاي Approximated تظ أا ػٕذٜ اٌميّٗ اي Decimalاْ اٌميُ دٜ ترثمٝ تاي

   Exact ػٍؾاْ اػشف اىشؼٙا ِٓ اي  Decimal٘ؽٌٛٙا ي

1.0110101 = 1.4140625 

𝐸 = 1.414213 − 1.41406 = 0.000151 

Ex # 4: 

Convert to Binary: 

R = 
7

16
 

2𝑅 = 0.875 

𝑑1 = 0 , , 𝑓1 = 0.875 

2𝑓1 = 1.75 

𝑑2 = 1 , , 𝑓2 = 0.75 

2𝑓2 = 1.5 

𝑑3 = 1 , , 𝑓3 = 0.5 

2𝑓3 = 1 

𝑑4 = 1 , , 𝑓4 = 0 

2𝑓4 = 0 
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𝑑5 = 0 , , 𝑓5 = 0 

 ِّٙا ؼقً يؼٕٝ ٘يفنً يرىشس ِؼايا ٚ 0ىثؼا ٕ٘ا ٚامػ أٗ ِّٙا صٚدخ اورش ِٓ وذٖ اٌميّٗ دٜ ٘رفنً 

 ٚاؼذ تظ ِّىٓ يىْٛ ِعّٛػٗ ِٓ اي  digit ٚ ِؼ لاصَ يىْٛ   Significant Digit دٖ تٕغّيٗ  Digitاي

digits وذٖ ترفنً ذىشس ٔفغٙا اٌٝ ِالا ٔٙايح  

 : ٘يثمٝ ؽىٍٗ وذٖ binaryوذٖ اٌشلُ دٖ فٝ اي

0.011100 

Ex # 5: 

We have a 16 bit computer (12  mantissa, 4 exponent) Find the 

error in the operation: 

 
1

10
+

1

5
 +

1

6
 

 ىية الاٚي  Approximated ٚاي Exact solution ٘ٛا اٌفشق تيٓ اي Errorىية صٜ ِا اذفمٕا اي 

 : دٜ Operation تراع اي  Exactٔيٍغ اٌؽً اي

1

10
+

1

5
+

1

6
=

7

15
 

  دٖ تاٌمٛأيٓ اٌيثيؼيٗ اٌٍٝ وٍٕا ٔؼشفٙا

  دٖ ؟ approximatedىية ايٗ ٘ٛا اٌؽً اي

   Computer دٜ ٌّا أفز٘ا ػٍٝ اي Binary ًٌ Operation٘ٛا ػثاسٖ ػٓ إٌاذط اي

 ىية ٕ٘فز٘ا اصاٜ؟

 فٝ  Representation اسلاَ دٚي فٝ اٌىّثيٛذش يؼٕٝ ٘ؼًّ ٌىً ٚاؼذ فيُٙ 3اٚي ؼاظٗ ٘خضْ اي

  تٕفظ اٌيشيمٗ اٌٍٝ لٍٕا ػٍيٙا فٝ اٌّؽامشٖ تاٌظثو Memoryاي

 ػٍٝ ؼغة اٌىّثيٛذش  Exponent ٚاي Mantissa ٚ تؼذيٓ اظية اي Binary٘اخذ وً سلُ ٚ اؼٌٛٗ 

  ىية ٔؾٛف اٌىلاَ دٖ ىٍغ ٔٛاذط ايٗ؟ bit 16اٌٍٝ ٘ٛا فٝ اٌؽاٌٗ دٜ 

To binary: 

1

10
= 0.00011001100110011 

1

5
= 0.0011001100110011 

1

6
= 0.001010101010101 
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In memory: 

1

10
= 0.11001100110 ∗ 2−3 

1

5
= 0.11001100110 ∗ 2−2 

1

6
= 0.10101010101 ∗ 2−2 

 فٝ اٌشلُ ٚ تؼاٍِٗ  bit 11 تاخذ اٚي  Mantissa اٌٍٝ ٕ٘ؽيُٙ فٝ اي bit 11ٕ٘ا ٌّا ٔخراس اي

 1 خلاؿ ِؼ ٘ؼًّ ؼاظٗ ٌٛ ٘ٛا 0 ٌٛ ٘ٛا 12 سلُ  digit يؼٕٝ تؾٛف اي Roundingتيشيمٗ اي

  اٌٍٝ أا خذذٗ bit 11٘ضٚد ٚاؼذ ػٍٝ اٌشلُ اي

  اسلاَ ِرخضٔيٓ فٝ اٌىّثيٛذش ٔالـ تمٝ ٔؼًّ ػٍّيٗ اٌعّغ3دٌٛلرٝ تمٝ اي

 ٚ 2 ِغ تؼل فٝ ٔفظ اٌٛلد فا ٘ٛا ٘ياخذ اٚي 3تإٌغثٗ ٌٍىّثيٛذش فا ٘ٛا ِيمذسػ يعّغ اي

 يعّؼُٙ ٚ إٌاذط تراػُٙ يخضٔٗ ذأٝ ٚ يعّؼٗ ِغ اخش سلُ 

 :ػٍّيٗ اٌعّغ تمٝ ٌيٙا ؽشٚه 

  فٝ الاذٕيٓ يثمٝ ِرغاٜٚ  powerلاصَ اي

  فٝ الاذٕيٓ يثمٝ ِرغاٜٚ  mantissa تراػد اي digitsٚ لاصَ ػذد اي

 :ٕ٘اخذ اٚي سلّيٓ ٚ ٔؾٛف وذٖ

𝑋1 = 0.11001100110 ∗ 2−3  

𝑋2 = 0.11001100110 ∗ 2−2 

يؼٕٝ ٘ؽشن - 2 دٖ ٚ ٘خٍيٗ  3- ِؼ صٜ تؼل يثمٝ ٘اخذ اي  powersاٚي ؼاظٗ ٘لالٝ اْ اي

 اٌؼلاِٗ ٔاؼيٗ اٌؾّاي ِشٖ وّاْ ٚ ٘ضٚد ففش 

  1 تؼذ اٌؼلاِٗ يىْٛ  digit اْ اٚي  Mantissaٚاشٕاء ػٍّيٗ اٌعّغ ِؼ تىْٛ ٍِضِٗ تاٌؾشه تراع اي

 :يثمٝ اٌشلُ الاٚلأٝ ٘يثمٝ وذٖ

𝑋1 = 0.011001100110 ∗ 2−2 

 0 تراػد اٌشلُ الاٚلأٝ صاد ػٍؾاْ اي  digitsىية ٔؾٛف اٌؾشه اٌرأٝ تمٝ ٘لالٝ اْ ػذد اي

 وّاْ ػٍٝ اٌشلُ اٌرأٝ تظ ٕ٘ضٚد ِٓ ػٍٝ اٌيّيٓ  digitاٌٍٝ ؼيٕاٖ دٖ يثمٝ وذٖ لاصَ ٔضٚد 

  mantissaػٍؾاْ ِيأششػ فٝ ليّٗ اي

𝑋2 = 0.110011001100 ∗ 2−2 
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 ٔعّغ تمٝ 

𝑋1 = 0.011001100110 ∗ 2−2 

𝑋2 = 0.110011001100 ∗ 2−2 

  صٜ ِا ٘ٛا ٚٔعّغ صٜ اٌؼادٜ Powerاٚي ؼاظٗ ٕٕ٘ضي اي

𝑋1 +  𝑋2 = 1.001100110010 ∗ 2−2 

 ٔخضْ تمٝ اٌشلُ دٖ صٜ ِا اؼٕا ِرؼٛديٓ

  ٘يثمٝ وذ1ٖالاٚي ٔخٍٝ اٚي سلُ تؼذ اٌؼلاِٗ 

𝑋1 + 𝑋2 = 0.1001100110010 ∗ 2−1 

 bit 11ٔاخذ تمٝ اٚي 

𝑋1 +  𝑋2 = 0.10011001100 ∗ 2−1 

 اٌٍٝ  bit 11 يؼٕٝ ٕ٘عّغ ٚاؼذ ػٍٝ اٌشلُ اي rounding وذٖ ٕ٘ؼًّ 1 = 12 سلُ  bitٕ٘لالٝ اي

 :خذٔاٖ فا إٌاذط ٘يثمٝ وذٖ

𝑋1 +  𝑋2 = 0.10011001101 ∗ 2−1 

 ٚ تؼذ وذٖ ٔعّغ إٌاذط دٖ ِغ اٌشلُ اٌراٌد

𝑋3 = 0.10101010101 ∗ 2−2 

  ػٍؾاْ يثمٝ صٜ اٌٍٝ فٛق powerٕ٘ظثو اي

𝑋3 = 0.010101010101 ∗ 2−1 

  ِٓ اٌيّيٓ ػٍؾاْ يثمٛا صٜ تؼل digitٚ ٔضٚد اٌشلُ اٌرأٝ 

𝑋1 +  𝑋2 = 0.100110011010 ∗ 2−1 

 :ٚ ٔعّغ تمٝ 

𝑋1 +  𝑋2 = 0.100110011010 ∗ 2−1 

                                      𝑋3 = 0.010101010101 ∗ 2−1 

𝑆𝑢𝑚 = 0.111011101111 ∗ 2−1 

 يثمٝ ٘ؼًّ 1 =12 سلُ  bit تظ ٚ ٘لالٝ اْ اي11 فا ٕ٘اخذ 12 تمٝ  bitsوذٖ ػذد اي

rounding ٖ٘ضٚد ٚاؼذ ػٍٝ اٌشلُ ٚ إٌاذط ٘يثمٝ وذ ٚ  
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𝑆𝑢𝑚 = 0.11101111000 ∗ 2−1 

 ٚ وذٖ ٔىْٛ ٚفٍٕا ٌٍٕاذط إٌٙائٝ 

  Error ػٍؾاْ ٔيٍغ اي  Exact Solution ػٍؾاْ ٔيشؼٗ ِٓ اي Decimalػايضيٓ تمٝ ٔؽٌٛٗ 

𝑆𝑢𝑚 = 0.466796875 

𝐸 =
7

15
− 0.466796875 = −0.00013  

Error Analysis 

We have 2 rules that we will be following for the rest of the term to analyze errors I will 

first write the 2 definitions then I will explain each one with examples: 

We will assume that there are 2 numbers 𝑝 , 𝑝`   where 𝑝` is the approximated value of 𝑝 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑝 − 𝑝` ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

Definition # 1: 

𝑝` Is an approximation to 𝑝 up to 𝑑 decimal digits 

if 𝑑 is the largest positive integer value that satisfies 

the following rule: 

 𝑝 − 𝑝` 

𝑝
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

Definition # 2: 

𝑝` Is an approximation to 𝑝 up to 𝑑 significant 

decimal digits if 𝑑 is the largest positive integer 

value that satisfies the following rule: 
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 ٘ٝ ػثاسٖ ػٓ الاسلاَ اٌّرؾاتٙح تيٓ  decimal digitsىية اٌفشق تيٓ الاذٕيٓ تمٝ اْ اي 

  دٜ  digits ٕ٘ا ترّصً ػذد اي  dػذديٓ ٚ اي

 يؼٕٝ ٌٛ لٍٕا ِصلا 

𝑋1 = 2.53243 ,𝑋2 = 2.53272 

  ِرؾاتٙيٓ فيٗ ؟  digitاٌشلّيٓ دٚي فٝ واَ 

  4ٌٛ ػذيد ػذدُ٘ ٘ييٍؼٛا 

𝑋1 = 2.53243 ,𝑋2 = 2.53272 

 4 ػٍؾاْ ػذدُ٘  d = 4 ٚ تمٛي اْ اي  decimal digits دٚي تغّيُٙ اي  digits 4يثمٝ اي 

 وذٖ الاسلاَ تررؽشن فيٗ ٌؽذ ِا ذصثد ػٕذ سلُ ِؼيٓ ٚ وأد  counterىية ٌٛ افرشمٕا اْ ػٕذٔا 

 :لشايرٗ فٝ ِشٖ وذٖ ِصلا

 

2 

 

. 

 

4 

 

8 

 

2 

5 

 

6 

 

 ٚ لا ٘ٛا 5 شاتريٓ ػٍٝ اسلاَ ِؼيٕٗ ٌىٓ اخش ٚاؼذ ٚالف فٝ إٌـ وذٖ ٚلا ٘ٛا  digits 4٘لاؼظ ٕ٘ا اْ اٚي 

  digits 4 يؼٕٝ ِّىٓ ياخذ اٞ ليّٗ اٜ ٚاؼذٖ فيُٙ اٚ ليّٗ تيُٕٙ فا ٕ٘ا تمٝ تيؽقً فشق يؼٕٝ اٚي 6

 دٖ ِّىٓ اذٕيٓ  bitدٚي ِفيؼ ؽخقيٓ يٕفغ يخرٍفٛا ػٍٝ ليّيرُٙ لأُٙ ِؽذديٓ تؾىً ٚامػ ٌىٓ اخش 
 وً ٚاؼذ يفشمٍٗ ليّٗ ِخرٍفٗ فا تاٌراٌٝ ِؼ دايّا ٘يفشمٛا ٔفظ اٌميّٗ

 

 دٖ ٚ واْ اٌشليّٓ اٌٝ ورثُٛ٘ وذٖ  counterىية ٌٛ افرشمٕا إٔا اخرشٔا ؽخقيٓ ٚ لٍٕاٌُٙ يىرثٛا لشايٗ اي
 :ِصلا 

𝑋1 = 2.48251 ,𝑋2 = 2.48255 

 

 ػذدُ٘ واَ ٘لالٝ أُٙ  decimal digits ػٍؾاْ اػشف اي  definitionٌٛ أا ٘يثك اٚي 

 : اسلاَ اٌٍٝ ّ٘ا5ِرؾاتٙيٓ فٝ 
𝑋1 = 2.48251 ,𝑋2 = 2.48255 

 ػثاسٖ  significant decimal digits ٕ٘ا تمٝ ٘رخرٍف لاْ اي  definitionىية ٌٛ ىثمد ذأٝ 

 اٌٍٝ أا ِرأوذٖ ِٓ اْ ليّرُٙ ترغاٜٚ اٌشلُ الافٍٝ اٌٍٝ ٘ٝ لشايٗ اي  digitsػٓ ػذد اي 

counter افلا وذٖ يثمٝ ٘لالٝ اْ ػذد اي digits  تظ4 اٌٍٝ ِرأوذٖ اْ ليّرُٙ فػ ّ٘ا  
 :اٌٍٝ ّ٘ا

𝑋1 = 2.48251 ,𝑋2 = 2.48255 

لاْ اخش ٚاؼذ أا افلا ِؼ ِرأوذٖ ِٓ ليّرٗ فا وً ٚاؼذ ِٓ الاذٕيٓ اٌٍٝ ورثٛا اٌمشايٗ دٜ ورثٙا 
 ِٓ ٚظٙح ٔظشٖ ٘ٛا 

 . لاْ أا تىْٛ ِرأوذٖ اْ ليّرُٙ وذٖ فػ significant decimal digitsٚدٚي تمٝ تغّيُٙ اي 

 
 ىية ايٗ ٘ٛا تمٝ اٌريثيك تراع اٌىلاَ دٖ فٝ اٌىّثيٛذش؟ 



17  

 

 اٌٍٝ اٌىّثيٛذش  approximated ٚ اٌميّٗ اي exact تيٓ اٌميّٗ اي  errorػادذا تيؽقً ٔغثٗ 
 تييٍؼٙا دٖ اؼٕا ػاسفيٕٗ ىية ايٗ اٌعذيذ؟

اٌٍٝ أا ػايضٖ اػشفٗ دٌٛلرٝ اْ ٌٛ أا ػٕذٜ ِصلا وّثيٛذش تّٛاففاخ ِؼيٕٗ ٚ دخٍرٍٗ ليّٗ ِؼيٕٗ 

 اٚ ِصلا اٌميّٗ دٜ ٔاذط ػٍّيٗ ؼغاتيٗ تشمٖٛ  approximationىثؼا ٘ٛا ٘ياخذ٘ا ٚ يؼٍّٙا 

 اٌٍٝ  exact يؼٕٝ ِؼ ٘رىْٛ ِغاٚيٗ تاٌظثو ٌٍٕاذط اٚ اٌميّٗ  اي  approximation٘يؼٍّٙا 

 اٌّرؾاتٙح تيٓ اٌميّٗ اي  digitsأا ػايضٖ اػشفٗ تمٝ ٘ٛا ػٍٝ اعٛأ الاؼٛاي ايٗ ٘ٛا ػذد اي 

exact  اٌٍٝ ػٕذٜ ٚ اٌميّٗ اي approximated  اٌٍٝ ػٕذ اٌىّثيٛذش  

 اٌٍٝ لٍٕا ػٍيٙا فٝ الاٚي ػٍٝ  DEFINITIONS ٚىثؼا تؽغثٙا ػٍٝ ؼغة اي  dاٌٍٝ ٘ٛا اي 

 ؼغة ِا ييٍة فٝ اٌّغأٌٗ تمٝ 

   definition يثمٝ ٘غرخذَ اٚي  decimal digits ٚلاي أٙا اي  dيؼٕٝ ٌٛ ىٍة اي 

  فا ٘غرخذَ اٌرأٝ significant decimal digits دٜ ػثاسٖ ػٓ اي  dاِا ٌٛ لاي اْ اي
 

 :ىية ٕ٘مٛي ِصاي ٚ ّٕ٘ؾيٗ خيٖٛ خيٖٛ

Ex: 

If we have a 32 bit computer, find the number of significant decimal 

digits (d) in the worst case? 

ىية اٚي خيٖٛ ٘ؼٍّٙا اْ أا اخراس اٌمأْٛ اٌٍٝ أا ّ٘ؾٝ ػٍيٗ ٚ فٝ اٌؽاٌٗ دٜ ٘خراس اٌمأْٛ 

 :اٌرأٝ ػٍٝ ؼغة اٌّيٍٛب

 𝑝 − 𝑝` 

𝑝
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

  ؟`p & pىية ايٗ ّ٘ا 

  ػٍؾاْ اػٛك تيُٙ فٝ اٌمأْٛ دٖ normalizationدٚي سلّيٓ ػادييٓ ظذا ٘ؼٍُّٙ 

𝑝 = 𝑞 ∗ 2𝑛  , 𝑝` = 𝑞` ∗ 2𝑛  

 ىية ٔؼٛك فٝ اٌعضء الاٚلأٝ ِٓ اٌمأْٛ اٌٍٝ فٛق دٖ , دٖ اؼٕا ػاسفيٕٗ ِٓ لثً وذٖ تشمٖٛ

 :٘لاليٗ ييٍغ وذٖ

 𝑞 ∗ 2𝑛 −  𝑞` ∗ 2𝑛  

𝑞 ∗ 2𝑛
=

𝑞 − 𝑞`

𝑞
 

𝑞 − 𝑞`

𝑞
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

 ٌؽذ وذٖ ِفيؼ ِؾاوً ِعشد ذؼٛيل ػادٜ

  فٝ اعٛأ الاؼٛاي significant decimal digitsىية اٌغؤاي افلا واْ ايٗ ػذد اي 
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 ىية ايٗ ٘ٝ اعٛأ الاؼٛاي افلا ؟

 ليّرٙا لٍيٍٗ اٜٚ ػٓ  `q فٝ اٌىّثيٛذش دٖ ٘ٛا يؽٌٛٙا ي qاعٛأ الاؼٛاي اْ أا ٌّا اظٝ اخضْ 

  الافٍيٗ ػٕذٜ لأٗ وذٖ ٘يؼًّ فشق فٝ اٌميّٗ وثيش qليّٗ اي 

 ىية ٔؾٛف ايٗ اؼٛاي اٌىّثيٛذش دٖ ؟

 يثمٝ اعٛأ ؼاظٗ sign  فٝ ُِٕٙ ٚاؼذ ًٌ  bit 24 فٝ  `q يؼٕٝ تيخضْ اي bit 32٘ٛا لاي أٗ 

 سلُ  bit فيٙا افلا اففاس ٚ ِٓ اٚي اي bit 22 اٚي exact تراػرٝ اي  qِّىٓ ذؽقً اْ يىْٛ اي 

  ٌؽذ ِالا ٔٙاي1ٗ وٍٙا 32

 ٚ اٌثالٝ اٌٍٝ 0 اٌٍٝ أا ِؼ ٘ؼشف اخضٔٗ فٝ اٌىّثيٛذش دٖ وٍٗ  bitيؼٕٝ تاٌظثو ػٕذ اي

  ىية يثمٝ وذٖ اويذ ؼقً ِؾىٍٗ وثيشٖ اٌميّٗ وذٖ ِثمرؼ ِظثٛىٗ خاٌـ1٘يٕفنٍٗ دٖ وٍٗ 

 ىية عؤاٌيٓ تغشػٗ وذٖ

  ؟32 ِغ أٗ تيخضٔٗ فٝ  bit 22أا ٌيٗ لٍد اٚي 

  دٜ افلا mantissa تؼذ اٌؼلاِٗ دٖ لاصَ يىْٛ ٚاؼذ ػٍؾاْ الثً اي bitلاْ اٚي 

 اٌٍٝ أا ٘مف ػٕذٖ اٌٍٝ تؼذيٗ تيغاٜٚ  bit تّا اْ اي  roundingىية ٚ ٌيٗ ِمٍٕاػ ٕ٘ؼًّ 

 ؟1

 ٚ ػِّٛا ٌّا ٔؼٍّٙا  rounding ِؼ  choppingلاْ أا ٘فرشك اعٛأ اٌظشٚف ٚ ٘ٝ اْ أا تؼًّ 

  ٚ ٕ٘ؾٛف اد ايٗ اٌفشق تغيو ظذا تيُٕٙ rounding ٘ىرثٙا ذأٝ تظ تاي choppingتاي 

 : اٌٝ ّ٘ا `q , qىية أا وذٖ ذٛفٍد ٌميّٗ 

𝑞 = 0.1000 … .000 … 111 …. 

  اٌٝ ِالا ٔٙاي1ٗ ٚ تؼذ وذٖ اي 22 = 0ػذد اي 

𝑞` = 0.1000 … . .000 

 ٚ اٌثالٝ وذٖ سِيرٗ لاْ اٌىّثيٛذش تراػٝ دٖ اِىأياذٗ ِيمذسػ يؾيً اورش ِٓ 22 = 0ٕ٘ا ػذد اي 

 وذٖ

 اٌٍٝ ٘يا اؼٕا  dىية ٔثذأ ٔؼٛك تالاسلاَ دٜ فٝ اٌمأْٛ اٌٍٝ عثٕاٖ فٛق دٖ تؽيس ٔيٍغ ليّٗ 

 ػايضٔٙا افلا 

𝑞 = 0.5 + 2−24 +  2−25 +  … .. 

=
2−24

1 − 2−1
 + 0.5 = 0.5 + 2−23  

  Geometric Seriesىثؼا دٜ ىٍؼٕا٘ا تاي



19  

 

𝑞` = 0.5 

 ٔؼٛك فٝ اٌمأْٛ

0.5 + 2−23 − 0.5

0.5 + 2−23
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−23

2−1 + 2−23
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

 ٕ٘نشب فٝ اذٕيٓ

2−22

1 + 2−22
≤  0.5 ∗ 10−𝑑  

22−2ٕ٘ا الذس الٛي اْ ليّٗ    دٜ فغيشٖ اٜٜٜٚٝ فا ٌّا اظّؼٙا ِغ اٌٛاؼذ ٘ييٍغ ٚاؼذ ذمشيثا  

2−22 ≤  0.5 ∗ 10−𝑑  

  ذا2ٕٝٔ٘نشب فٝ 

2−21 ≤ 10−𝑑  

  ٘يؤدٜ اْ الاؽاساخ ٘ررغيش ٚ اٌؼلاِٗ ٘ررغيش  ٕ٘مٍة اٌيشفيٓ ِّا

221 > 10𝑑  

  اٌيشفيٓ Logٔاخذ 

21 log 2 > 𝑑 

 : ٘ريٍغ calculatorٔؽغة اٌميّٗ دٜ ػٍٝ اي 

𝑑 < 6.3 

 دٜ ػذد ِٛظة فؽيػ يثمٝ ٘اخذ اٌعضء اٌقؽيػ تظ فا  d اْ اي  definition تّا إٔا لٍٕا فٝ اي

 :٘يثمٝ

𝑑 = 6 

 تيٓ اٌشلُ اي  significant decimal digits 6ٚ اٌىلاَ دٖ ِؼٕاٖ اْ فٝ اعٛأ الاؼٛاي ٘يثمٝ فٝ 

exact  ٚاي approximated  دٚي فؼلا فػ6 أا ِرأوذٖ ِٓ اْ ليّٗ اي . 

افلا  q ٘يؽقً ٌٛ واْ اي error فا واْ اوثش  roundingٌٚٛ افرشمٕا اْ اؼٕا تذأٔا ِٓ الاٚي ٚ ػٍّٕا 

 ٚ اظٝ اػًّ  bit 23 فا وٕد ٘اخذ اٚي 1 ٚ اٌثالٝ ٌؽذ ِالا ٔٙايح وٍٗ 0 فيٙا وٍُٙ  bit 24اٚي 

rounding فا ٘ثـ ػٍٝ اي bit  ُفا ٕ٘فنٍٗ ٚ اوًّ ِغ اْ اٌٍٝ أا عثرٗ دٖ 0 ٘لاليٗ 24 سل 



20  

 

 ٌٛ أا تغرخذَ  error اٌٍٝ ٘يؽقً فيٙا اوثش  case فا دٖ وذٖ ٘رثمٝ اي 1 وٍٗ 0ِٓ تؼذ اي 

   roundingاي

 ٘ىرة اٌؽغاتاخ ذأٝ ػٍٝ ٘زا الاعاط تمٝ 

𝑞 = 0.1000 … 00001111…. 

  اٌٝ ِالا ٔٙايح1 ٚ اي 24 = 0ػٍٝ افرشاك اْ ػذد اي 

𝑞` = 0.10000000… .000 

 23= ٚ ٕ٘ا ػذدُ٘ 

𝑞 = 0.5 + 2−25 + 2−26 + ⋯ .. 

=
2−25

1 − 2−1
+ 0.5 = 0.5 + 2−24  

0.5 + 2−24 − 0.5

0.5 + 2−24
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−23

1 − 2−23
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−23 ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−22 ≤ 10−𝑑  

222 > 10𝑑  

22 log 2 > 𝑑 

𝑑 < 6.6 

𝑑 = 6 

  ىثؼا لاؼظٕا أٗ ِفيؼ فشق فٝ الاخش اٚ ِؼ وثيش اٜٚ يؼٕٝ
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Convert to Binary: 

R = 
𝟏

𝟕
 

R = 
𝟏

𝟑
 

𝑅 =
1

7
= 0.1429 

2𝑅 = 0.2858 

𝑑1 = 0 ,   𝑓1 = 0.2858 → 2𝑓1 = 0.5716 

𝑑2 = 0 ,   𝑓2 = 0.5716 → 2𝑓2 = 1.1432 

𝑑3 = 1 ,   𝑓3 = 0.1432 → 2𝑓3 = 0.2864 

𝑑4 = 0 ,   𝑓4 = 0.2864 → 2𝑓4 = 0.5728 

𝑑5 = 0,     𝑓5 = 0.5728 → 2𝑓5 = 1.1456 

𝑑6 = 1 

1

7
= 0.001001001 … 

𝑅 =
1

3
= 0.3333 

2𝑅 = 0.6666 

𝑑1 = 0 ,   𝑓1 = 0.6666 → 2𝑓1 = 1.3332 

𝑑2 = 1 ,   𝑓2 = 0.3332 → 2𝑓2 = 0.6664 

𝑑3 = 0 ,   𝑓3 = 0.6664 → 2𝑓3 = 1.3328 

𝑑4 = 1 ,   𝑓4 = 0.3328 

1

3
= 0.010101 … 
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3- Loss of Significance: 

 

 ػاٌيٗ ٚ إٌغثٗ دٜ  errorاٌّٛمٛع دٖ تاخرقاس وذٖ اْ اٌىّثيٛذش ٌّا تيعٝ ييشغ سلّيٓ تيؼًّ ٔغثٗ 

  ِٓ اٌشلّيٓ اٌٍٝ تييشؼُٙ ِٓ تؼل  significant decimal digitترؼرّذ ػٍٝ ٘ٛا اخذ واَ 

 :ٕ٘ؾٛف ِصاي وذٖ ػٍؾاْ ٔفُٙ اورش

Ex: 

 :ٌٛ لٍٕا ِصلا اْ ػٕذٔا سلّيٓ وذٖ

𝑃 = 3.1415926536 

𝑄 = 3.1415957341 

 : تراػُٙ واْ وذٖ exactٚ ٔاذط اٌيشغ اي 

𝑃 − 𝑄 = 0.0000030805 

ٌٛ أا تمٝ دخٍد اٌّغأٌٗ دٜ ٌىّثيٛذش ٚ ىٍثد ِٕٗ يؽٍٙا ٚ فٝ وً ِشٖ ٘خٍيٗ يضٚد ػذد اي 

significant digits  اٌٍٝ تياخذ٘ا ٚ ٘شِضٌٙا فٝ اٌعذٚي اٌٍٝ ظاٜ دٖ ب  k  ٗاٌٍٝ ٘ٝ اٚي ؼاظ 

 ٚ اٌٝ تؼذيُٙ  K اٌٍٝ اٌىّثيٛذش ٘ياخذُ٘ ػٍٝ ؼغة اي  `P` & Qخاٌـ ٚ تؼذيٓ ٘ىرة ليّٗ 

 ػٍؾاْ فٝ وً ِشٖ  relative errorٔاذط اٌيشغ اٌٝ ٘ييٍؼٗ  ٚ تؼذيٙا ٘يثك اٌمأْٛ تراع اي

 اٌٍٝ ٘ٛا  d ٚإٌاذط اٌٍٝ ٘ٛا ٘ييٍؼٗ ٚ اخيشا ٘ؾٛف ػذد اي  exactاؽٛف اٌفشق تيٓ إٌاذط اي 

 ِرؾاتٗ فيٗ ِغ إٌاذط الافٍٝ

 :اٌعذٚي دٖ ٘يٛمػ اٌىلاَ اٌٍٝ فٛق دٖ

 

K 

 

P` 

 

Q` 

 

P`-Q` 

  𝑷 − 𝑸 −  𝑷` − 𝑸` | 

 𝑷 − 𝑸 
 
# Valid 

Significant 

Digits  

6 0.314159 *10 0.314160*10 −0.1 ∗
10−4    

2.2462263 Invalid 

approxim

ation  

7 0.3141593 *10 0.3141596*10 −0.3
∗ 10−5 

0.0261321 1 

8 0.31415926*10 0.31415957*10 −0.3
∗ 10−5 

…….. 1 

9 0.314159265*10 0.3141595734*10 −0.308
∗ 10−5 

……… 3 

10 …… …… …… …….. …….. 

11 0.31415926536*10 0.31415957341*10 −0.30805
∗ 10−5 

………… 11 
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 ىية ايٗ اٌٍٝ لاؼظٕاٖ؟

 . ترمً   error ٔغثٗ اي significant digitsاْ وً ِا تضٚد ػذد اي 

 

يثمٝ ِؼٕٝ وذٖ اْ ػٍّيٗ اٌيشغ ترؼًّ ِؾىٍٗ يثمٝ ٌٛ فٝ ىشيمٗ الذس تيٙا اعرغٕٝ ػٓ 

 ػٍّيٗ اٌيشغ فٝ اٌؽغاتاخ ػٍٝ اٌىّثيٛذش ٚ اؼو ِىأٙا اٜ ػٍّيٗ ذأيٗ يىْٛ افنً

 :ٕ٘ؾٛف اِصٍٗ تمٝ

Ex: 

Let 𝑓 𝑥 =  𝑥    𝑥 + 1 −  𝑥   and  𝑥 =
𝑥

 𝑥+1+  𝑥 
 , using 6- significant digits and 

rounding find: 𝑓 500 & 𝑔(500) ? 

 اٌفشق تظ أٗ   500 ػايضٔٝ اػٛك تميّٗ ِؼيٕٗ فيُٙ اٌٝ ٘ٝ  functions 2ٕ٘ا ِؼشفٍٝ 

 ٚ اػٍّٗ  calculator تظ ِٓ إٌاذط اٌيٛييييً اٌٍٝ ٘ييٍغ ػٍٝ اي  digits 6ػايضٔٝ اخذ 

rounding  يؼٕٝ ػٍّيٗ ذمشية  

 :فا ٘ييٍغ اٚي ٚاؼذٖ وذٖ

𝑓 500 =  500  501 −  500   

= 500  22.3830 − 22.3607  

= 11.1500 

𝑔 500 =
500

 501 +  500 
= 11.1748 

 : ٘لاليٗ وذٖ f(x) اٚ اٌّشافك ي  conjugateىية ٍِؽٛظح تغييٗ أا ٌٛ اخذخ اي

𝑓 𝑥 = 𝑥    𝑥 + 1 −  𝑥   ∗
 𝑥 + 1 +   𝑥 

 𝑥 + 1 +   𝑥 
=

𝑥

 𝑥 + 1 +  𝑥 
 = 𝑔(𝑥) 

 ىية اِٚاي ٌيٗ ٌّا ػٛمٕا ىٍغ إٌاذط ِخرٍف؟

 ٌىٓ فٝ اٌرأيٗ أا اعرغٕيد ػٓ ػٍّيٗ  ERRORلاْ الاٚلأيٗ فيٙا ػٍّيٗ ىشغ فا ؼقً ٔغثٗ 

  . exactاٌيشغ تؽاظٗ ذأيٗ فا تاٌراٌٝ ىٍغ ٔاذط ِماسب ٌٍؽً اي

 ىية ِصاي وّاْ ٚ خلاؿ
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Ex: 

If 𝑓 𝑥 =   
1+cos 𝑥

2
 find𝑓(3.14)? 5 bit and rounding 

 radian   ػٍٝ أٙا ذثمٝ  calculatorاٚي ؼاظٗ ظثيٛا اي

فا ٌّا - 1 ٘لاليٙا ترغاٜٚ ذمشيثا  cos (3.14)ٔيعٝ ٔؾٛف تمٝ ٌٛ ػٍّٕا٘ا ػادٜ ٘لالٝ اْ 

  !!!!0 ٘ريٍغ  fاػٛك ػٕٙا فٝ اي 

𝑓 3.14 =   
1 − 1

2
=

0

2
= 0 

 ىية اٌىلاَ دٖ ِيٕفؼؼ أا ػايضٖ اذخٍـ ِٓ ِٛمٛع اٌغاٌة دٖ ىية ٕ٘ؼًّ ايٗ؟

 ٕ٘غرؼيٓ تاٌّرياتماخ تراػد صِاْ دٜ

 :واْ فٝ ؼاظٗ ترمٛي اْ

𝐶𝑂𝑆 𝑋 = 𝐶𝑂𝑆  
𝑋

2
+

𝑋

2
  

= 𝐶𝑂𝑆2  
𝑋

2
 −  𝑆𝐼𝑁2  

𝑋

2
  

=  
1 − sin2 𝑥

2 + cos2 𝑥
2

2
 

=   
cos2 𝑥

2 + cos2 𝑥
2

2
=   

2 cos2 𝑥
2

2
  

= cos
𝑥

2
= cos  

3.14

2
  

= 0.7963 ∗ 10−3 

 تظ وذٖ 
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4- Truncation Error: 

  دٖ ىية تيؽقً ٌيٗ؟ TE اٌٍٝ ترؽقً فٝ اٌىّثيٛذش ٘ٛا اي  Errorsاخش ٔٛع ِٓ أٛاع اي 

  Taylor or McLaren صٜ ِصلا  infinite seriesٌٛ أا ػٕذٜ ِصلا ِغأٌٗ ِؼيٕٗ تررؽً تاي 

   polynomials تراػرٙا ػثاسٖ ػٓ  terms اي infinite seriesدٜ ترثمٝ ػثاسٖ ػٓ 

 :ؼاظٗ صٜ وذٖ ِصلا

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+  … . +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯. 

 دٜ اٌٝ ِالا ٔٙايٗ ا٘ٛ 

 ىية ٌٛ أا افرشمد اْ أا ػايضٖ اظية ليّح

𝑒0.1 

:فا دٜ ٌّا اػٛك فٛق ٘رثمٝ وذٖ  

𝑒0.1 = 1 + 0.1 +
 0.1 2

2!
+

 0.1 3

3!
+  …. 

 ٚ ٌؽذ ِالا ٔٙايٗ تمٝ

 ىية ِا٘ٛ أا ىثؼا ِمذسػ اؼغثٙا ٌؽذ ِالا ٔٙايح فا ٘ؼًّ ايٗ؟

  ؼرٝ ٚ اؼغثُٙ ٚ اٌثالٝ دٖ تمٝ ٕ٘فن100ٍٗ اٚ 10٘اخذ ؽٛيٗ ؼذٚد وذٖ فٝ الاٚي 

:وذٖ ِصلا  

𝑒0.1  ≈ 1 + 0.1 
 0.1 2

2!
+

 0.1 3

3!
+

 0.1 4

4!
= 1.105 

 ىية ٚاٌثالٝ دٖ اٌٍٝ أا ٔفنرٍٗ ايٗ ٔظاِٗ؟

   Truncation errorاٌثالٝ دٖ ػثاسٖ ػٓ اي 

 ىية ٘ؽغثٗ اصاٜ؟

 :٘مٛي اٚلا

𝑇𝐸 =
 0.1 5

5!
+

 0.1 6

6!
+

 0.1 7

7!
+ ⋯ .. 

 اٌٝ ِالا ٔٙايٗ تمٝ 

  ػاًِ ِؾرشن  termدٌٛلرٝ تمٝ ٘اخذ اٚي 
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𝑇𝐸 =
 0.1 5

5!
  1 +

0.1

6
+

 0.1 2

6 ∗ 7
+

 0.1 3

6 ∗ 7 ∗ 8
+ ⋯ . .   

 ىية ٌٛ أا لٍٍد اٌّماَ ٘يؽقً ايٗ؟

 الاظاتٗ اٌيثيؼيٗ اْ اٌميّٗ ٘رضيذ

 :فا تاٌراٌٝ الذس الٛي

 0.1 5

5!
  1 +

0.1

6
+

 0.1 2

6 ∗ 7
+

 0.1 3

6 ∗ 7 ∗ 8
+ ⋯ . .  ≤  

 0.1 5

5!
  1 + 0.1 +

 0.1 2

2!
+

 0.1 3

3!
+ ⋯ . .   

  ٚاٌٍٝ ػٍٝ اٌيّيٓ دٖ افلا ايٗ ؟ 

 ىية ٔؼٛك تاٌميّٗ اٌٍٝ  𝑒0,1ايٖٛ تاٌظثو دٖ يثمٝ اٌميّٗ اٌٍٝ أا ؼغثرٙا ِٓ ؽٛيٗ فٛق دٜ تراػد 

 ىٍؼٕٙا

𝑇𝐸 ≈
 0.1 5

5!
  𝑒0.1  

=
 0.1 5

5!
   1.105 ≈ 10−7 

 infinite series اٌٍٝ ؼقً ٔريعٗ إٔا ِمذسٔاػ ٔؽغة ليّٗ اي  Truncation error ٚتىذٖ ٔىْٛ ىٍؼٕا اي 

 . وذٖ ٚ ٔفنٕا ٌٍثالٝ terms وٍٙا ٚ خذٔا ؽٛيٗ 

 exact  ٚىثؼا اٌميّٗ دٜ ذمشيثيٗ يؼٕٝ ِؼ 

 sources of errorsٚوذٖ ٔىْٛ خٍقٕا وً اي 

 

Ex 1: 

A 40 bit computer, 32 bit mantissa and 8 bit exponent, find number of significant 

decimal digit in the worst case, the computer uses rounding up? 

𝑝 = 0.1000 … 000|0111111…. 

= 0.5 + 2−33 +  2−34 + ⋯ 

= 0.5 +
2−33

1 − 2−1
= 0.5 + 2−32  

𝑝` = 0.1000 … .000 = 0.5 

𝑞 − 𝑞`

𝑞
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  
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0.5 + 2−32 − 0.5

0.5 + 2−32
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−31

1 + 2−31
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−31 ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

2−30 ≤ 10−𝑑  

230 > 10𝑑  

30 log 2 > 𝑑 

𝑑 < 9.03 

𝑑 = 9 

 

Ex 2: 

If  X = 3.141592 and X` = 3.14 find the number of significant decimal digits 

between the two numbers? 

𝑋 − 𝑋`

𝑋
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

3.141592 − 3.14

3.141592
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

0.000507 ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

0.5 ∗ 10−3 ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

𝑑 = 3 

 

Ex: 

If 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥−1−𝑥

𝑥2  and the equivalent function 𝑃 𝑥 = 1 +
𝑥

6
+

𝑥2

24
  is mathematically 

equal to  𝑥  , find f(0.01) and P(0.01) and compare between the two results? 

Known that the Exact value is: 0.5016708416805 

𝑓 0.01 =
𝑒0.01 − 1 − 0.01

 0.01 2
= 0.5 
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𝑃 0.01 =  1 +
 0.01 

6
+

 0.01 2

24
= 0.501671 

We will find that the function f(x) has a larger error than P(x) because of the 

subtraction operation. 

  

Ex: 

If the exact value of the integration  𝑒2𝑥  𝑑𝑥
0.5

0
= 0.544987109184 and if the 

approximated value of 𝑒2𝑥  is represented by the finite series  

𝑝 𝑥 =  1 + 𝑥2 +
𝑥4

2!
+

𝑥6

3!
+

𝑥8

4!
 

Calculate the error in the approximated value of the integration? 

 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 

0.4

0

=   𝑥 +
𝑥3

3
+

1

10
𝑥5 +

1

3! ∗ 7
𝑥7 +

1

4! ∗ 9
𝑥9   

0

0.5

   

= 0.544986720818 

𝑝 − 𝑝`

𝑝
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

1.406 ∗ 10−6 ≤ 10−𝑑  

1.406 ∗ 106 > 10𝑑  

𝑑 < 6.1 

𝑑 = 6 
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Q#1: 

If  X = 2.71828182 and X` = 2.7182 find the exact error and relative error and the number 

of significant decimal digits?  

 

Q#2: 

To solve a quadratic equation we usually use the exact form: 

𝐗 =
−𝐛 ±  𝐛𝟐 − 𝟒𝐚𝐜

𝟐𝐚
 

But because of the loss of significance we approximated this value in the form: 

𝐗` =  −
𝟐𝐜

𝐛 ±  𝐛𝟐 − 𝟒𝐚𝐜
 

Solve the following equation in both exact and approximated forms and find the error 

between the two solutions: 

𝐱𝟐 −  𝟏𝟎𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟏 𝐱 + 𝟏 = 𝟎 

(1) 

𝐸𝑥 = 𝑋 − 𝑋` 

= 2.71828182 − 2.7182 = 8.182 ∗ 10−5 

𝑅𝑥 =
 𝑋 − 𝑋` 

𝑋
 

=
8.182 ∗ 10−5

2.71828182
= 3.1 ∗ 10−5 

 𝑋 − 𝑋` 

𝑋
≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

3.1 ∗ 10−5 ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

6.2 ∗ 10−5 ≤ 10−𝑑  

−4.2076 ≤  −𝑑 

𝑑 ≤  4.2076 

𝑑 = 4 
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(2) 

𝒙𝟐 −  𝟏𝟎𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟏 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

𝑖𝑓 𝑏 < 0 

𝑥1 =
−𝑏 +  𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑥2 =
−2𝑐

𝑏 −  𝑏2 − 4𝑎𝑐
 

𝑖𝑓 𝑏 > 0 

𝑥1 =
−𝑏 −  𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑥2 =
−2𝑐

𝑏 +  𝑏2 − 4𝑎𝑐
 

𝑎 = 1 , 𝑏 = −1000.001 , 𝑐 = 1 

𝑠𝑜 𝑏 < 0 

𝑥1 =
1000.001 +   1000.001 2 − 4

2
= 0.001 

𝑥2 =  −
2

1000.001 −   1000.001 2 − 4
=  −1000 

 

Ex: 

If f x =
ex −1−x

x2  find f(0.01) up to 6 decimal digits? 

  اسلاَ 6 تظ اٌُّٙ اْ اٌميّٗ ذثمٝ فيٙا  0.01 دٜ ػٕذ  functionٕ٘ا ٘ٛا ػايض اؼغة ليّٗ اي 

 : ٘ريٍغ إٌاذط دٖ Calculatorٌٛ ؼغثٕا٘ا ػٍٝ اي

f 0.01 =
e0.01 − 1 − 0.01

 0.01 2
=

1.010050 − 1 − 0.01

0.0001
= 0.5 

   errorلاؼظٕا ٕ٘ا أٗ ىٍغ سلُ ٚاؼذ تظ ٚ دٖ ىثؼا ٔريعٗ ػٍّيٗ اٌيشغ اٌٍٝ ترؼًّ ٔغثٗ 

 دٖ  functionىية اٌؽً دٌٛلرٝ إٔا ٔؽاٚي ٔرخٍـ ِٓ ِٛمٛع اٌيشغ اٌٍٝ فٝ اي 

  دٜ function ذأيٗ ًٌ  formulaيؼٕٝ ٕ٘ؽاٚي ٔعية 
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exاؼٕا وٕا لٍٕا لثً وذٖ اْ ليّٗ    McLaren اٌٍٝ ٘ٝ  infinite series اٌّفشٚك أٙا ػثاسٖ ػٓ  

 :واْ ؽىٍٙا وذٖ

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+  … . +

xn

n!
+ ⋯. 

ىية اٌّؾىٍٗ دٌٛلرٝ أٙا ِاؽيٗ ٌؽذ ِالا ٔٙايح ٚ أا ِؼ ٘مذس اؼغثٙا ٌؽذ ِالا ٔٙايٗ لاصَ 

  ِؼيٓ  term ػٕذ  truncation٘ؼًّ 

  اٌٍٝ ِٓ اٚي ِا ٚلفد ٌؽذ ِالا ٔٙايٗ ٘ؽغثٗ اصاٜ؟ errorىية ٚ اٌثالٝ دٖ اٌٍٝ ٘ٛا ٔغثٗ اي

  اٌٍٝ أا عثرٙا terms اٚ ِعّٛع اي  error وذٖ دٖ تييٍغ ٔغثٗ اي general termفٝ ؼاظٗ صٜ 

 :اٌٍٝ ٘ٛا

ez

 n + 1 !
∗  x n+1 

  دٚي ؟  x ٚاي  zىية ايٗ ٘ٝ اي 

   x ٚ اي 0 ٘ٝ ليّٗ تيٓ اي  zاي

  z ٚ ػادذا اي  0.01=  ػٕذ٘ا اٌٍٝ ٘ٝ ٕ٘ا  function ٘ٝ اٌٍٝ اؼٕا ػايضيٓ ٔؽغة اي  xٚ اي 

 0.01=  وّاْ  z يؼٕٝ ٕ٘فرشك اْ اي xتراخذ اػٍٝ ليّٗ ٌيٙا اٌٍٝ ٘ٝ 

 : اٌٍٝ فٛق دٜ ٘يثمٝ ؽىٍٙا وذٖ series دٖ فٝ اي termىية ٌٛ صٚدٔا اي

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+  … . +

xn

n!
+

ez

 n + 1 !
∗  x n+1 

  اٌٍٝ فٝ اٌغؤاي افلا functionدٌٛلرٝ تمٝ ٕ٘ؽاٚي ٔٛفٍٙا ٌٍؾىً تراع اي 

 : ٔؽيُٙ إٌاؼيٗ اٌرأيٗ فا ٘رثمٝ وذٖ x ٚاي 1ٕٕ٘مً اي 

ex − 1 − x =
x2

2!
+

x3

3!
+  … . +

xn

n!
+

ez

 n + 1 !
∗  x n+1 

x2ٔالـ وذٖ ٔمغُ ػٍٝ   فٝ اي  Powers ٚ ِؼٕٝ أٝ الغُ ػٍيٙا يؼٕٝ ٕ٘مـ ِٓ وً اي  

terms  ٜ2 د 

ex − 1 − x

x2
=

1

2
+

x

3!
+

x2

4!
… . +

ez

 n + 1 !
∗  x n−1 

  ِفيؼ فيٗ ىشغ ا٘ٛ وٍٗ ظّغ  functionىية وذٖ ذّاَ ٚفٍٕا ٌؾىً ظذيذ ًٌ
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  decimal digits 6 ػٍؾاْ إٌاذط ييٍغ فيٗ  termاٌخيٛج اٌرأيٗ تمٝ ٔؾٛف اٌّفشٚك ٔؽغة واَ 

 ىية دٜ ٕ٘ؼٍّٙا اصاٜ ؟

 :تاٌمأْٛ دٖ 

 p − p` 

p
≤ 0.5 ∗ 10−d 

  ٚ تّا أٗ ىاٌة  general term فٝ اي  errorىية ٘ٛا ِٛفش ػٍيا وريش ٘ٛا لاٌٝ ػٍٝ ٔغثٗ اي

6 decimal digits  ْفا دٖ ِؼٕاٖ اd = 6  يثمٝ أا ِؼ ٔالـ غيش اظية ليّٗ اي n 

ez

 n + 1 !
∗  x n−1 ≤ 0.5 ∗ 10−6 

  x & z٘ؼٛك ػٓ اي 

e0.01

 n + 1 !
∗  0.01 n−1 ≤ 0.5 ∗ 10−6 

 

 ٌؽذ ِا الالٝ  n يؼٕٝ ٘عشب ليُ ًٌ Try and Errorاٌؾىً دٖ وذٖ ٍِٙٛػ لأْٛ يؽٍٗ فا ٘ؼًّ 

 :ؼاظٗ ذؽممٍٝ اٌّؼادٌٗ دٜ

 4 ذؽمك اٌّؼادٌٗ ٘ٝ  nاٌّفشٚك اْ اٚي 

  تظ  terms 4ٚدٖ ِؼٕاٖ اْ أا ٘اخذ 

 : الافٍيٗ اٌٍٝ ٘ٝ دٜ seriesخٍٝ تاٌىٛا اْ أا ٘اخذُ٘ ػٍٝ اعاط اي

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+  … . +

xn

n!
+ ⋯. 

 يؼٕٝ ٌّا اسٚغ ٌٍؾىً  x2  تمد  x2 اٌٍٝ ٘ٝ ٌّا لغّٕا٘ا ػٍٝ x4 يؼٕٝ ٌؽذ 4ىية اٚي 

x2اٌعذيذ اٌٍٝ ىٍؼٕاٖ ٘ؼٛك ٌؽذ   . تظ 

ex − 1 − x

x2
=

1

2
+

x

3!
+

x2

4!
… . +

ez

 n + 1 !
∗  x n−1 

 :ٔؼٛك تمٝ

f 0.01 =
1

2
+

0.01

6
+

0.0001

24
= 0.50167 
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  صٜ ِا وٕا ػايضيٓ  decimal digit 6ٚ دٖ فؼلا 

Propagation of Error 

 ِؼيٕٗ ذّاَ  errorدٌٛلرٝ اؼٕا اذفمٕا لثً وذٖ اْ اٌىّثيٛذش ٌّا تيعٝ يخضْ اٜ سلُ تيخضٔٗ تٕغثٗ 

 وذٖ؟ 

ىية ٌّا يىْٛ فٝ ػٕذٜ سلّيٓ ٚ ػايضٖ اظّؼُٙ ِصلا اٚ امشتُٙ اٚ اػًّ ػٍيُٙ اٜ ػٍّيٗ 

 فا اٌيثيؼٝ  اْ أا ٌّا ادخٍُٙ فٝ اٞ  errorىثؼا تّا اْ افلا اٌشلّيٓ فيُٙ ٔغثٗ , ؼغاتيٗ

 دٖ تيضيذ ٚلا  error تشمٛ ىية أا ػايضٖ اػشف تمٝ اي  errorػٍّيٗ ؼغاتيٗ ٘يثمٝ فٝ ٔغثٗ 

  ِّىٓ يذخً فيٙا اٌشلُ دٖ Operationتيمً ٚ لا تيفنً صٜ ِا ٘ٛا ٚ لا تيؽقٍٗ ايٗ ٔريعٗ لاٜ 

 تؼذ ِا ٔخضُٔٙ فٝ اٌىّثيٛذش ٘يثمٝ ؽىٍُٙ  p &qىية ٔؾٛف ِصاي تغيو ػٍٝ سلّيٓ ِصلا 

 :وذٖ

p = p` +  ϵp  

q = q` +  ϵq 

   Error ترشِض ًٌ  ϵٕ٘ا اي

 ىية ٌٛ ػايضٖ اظّؼُٙ تمٝ؟

  ِغ تؼنٗ error ِغ تؼنٗ ٚ ظضء اي  mantissaػادٜ ظذا صٜ اٜ ػٍّيٗ ظّغ ػاديٗ ٘عّغ ظضء اي

p + q =  p` + q` + (ϵp +  ϵq ) 

 فٝ ػٍّيٗ اٌعّغ ٘ٝ ػثاسٖ ػٓ ؼافً ظّغ الاظضاء تراػد اي  errorدٖ وذٖ ِؼٕاٖ اْ ليّٗ اي 

error اٌٍٝ فٝ الاسلاَ اٌٍٝ تعّؼٙا ِغ تؼنٙا . 

  تراع ػٍّيٗ اٌنشب ٘يثمٝ ؽىٍٗ ػاًِ اصاٜ؟ errorىية ٔنشتُٙ وذٖ ػٍؾاْ ٔؾٛف اي

p. q =  p` + ϵp .  q` + ϵq  

= p`q` +  ϵp q` + p`ϵq + ϵpϵq  

 relative errorتؼذ وذٖ ٘يٍغ اي 

RE =
pq − p`q`

pq
  

=
p`q` +  ϵpq` + p`ϵq + ϵpϵq − p`q`

pq
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=
ϵpq` + p`ϵq + ϵpϵq

pq
 

=
ϵpq`

pq
+

p`ϵq

pq
+

ϵpϵq

pq
  

 فا ٌّا  q ٚ ٘ىزا تإٌغثٗ ًٌ  p دٜ ػثاسٖ ػٓ ليّٗ ذمشيثيٗ ي  `pاٌّفشٚك تمٝ اْ ِصلا اي 

 :الغُّٙ ػٍٝ تؼل يذٚٔٝ ذمشيثا ٚاؼذ يؼٕٝ ٘يثمٝ إٌاذط وذٖ

≈
ϵp

p
+

ϵq

q
+

ϵpϵq

pq
 

 دٜ افلا فغيشٖ اٜٚ ٌذسظٗ ِّىٓ اػرثش أٙا ذمشيثا ترغاٜٚ ϵpϵq اٌٝ ٘ٝ  errorىية ٔغثٗ اي

 :اٌقفش ٚدٖ يؤدٜ اٌٝ

≈
ϵp

p
+

ϵq

q
 

 relative اٌٝ ترٕرط ِٓ ػٍّيٗ اٌنشب ِّٚىٓ ٔؼثش ػٕٙا ػٍٝ أٙا اي errorٚ ٘ٝ دٜ ٔغثٗ اي

error  تراع P  +  ايrelative error  تراع اي q 

 ِؼ ترفنً شاترٗ تؼذ  errorىية وذٖ دٖ يؼرثش ؽٛيٗ ذٛميػ تغيو يؼٕٝ اٌغشك ِٕٗ اْ ٔغثٗ اي

 فٝ اٌىّثيٛذش ٚ اٌغشك ِٓ دساعٗ اٌّٛمٛع دٖ  operationِا اعرخذَ الاسلاَ دٜ فٝ اٜ

 ِىْٛ ِٓ ػٍّياخ ؼغاتيٗ ِؼيٕٗ ٚ لٍد ٌٍىّثيٛذش يؽغثٗ  systemدٌٛلرٝ اْ أا اػشف ٌٛ ػٕذٜ 

 اٚ اعرخذِرٗ ِصلا اشٕاء ػٍّياخ وريش يؼٕٝ فٝ ؼاظٗ ِؼيٕٗ

 دٖ ٌّا اٌؼٍّياخ اٌؽغاتيٗ ذضيذ ايٗ اٌٍٝ  system فٝ اٌؽاٌٗ دٜ ٘ثمٝ ػايضٖ اػشف ً٘ اي 

 ! ؟؟ error٘يؽقً ًٌ

 الاظاتٗ ػٍٝ اٌغؤاي دٖ تغييٗ اٜٚ

 ٚ ؼاظٗ ذأيٗ اعّٙا  stable system فٝ ؼاظٗ اعّٙا  systemsاٚلا أا ػٕذٜ ٔٛػيٓ ِٓ اي 

unstable system اٌفشق ايٗ تمٝ تيُٕٙ؟  

 errorِصلا ٌٛ ظثد ؽٛيٗ اسلاَ ٚ لٍد ٘فنً اظّؼُٙ ػٍٝ تؼل ٌؽذ ِالا ٔٙايٗ ٚ ظيد ؽٛفد اي

 ٚ دٖ  stable system دٖ وذٖ  constant اٚ 0 دٜ ٌٛ ٌميرٙا  infinity دٖ ػٕذ اي system فٝ اي 

  ِؼيٓ ٚ اٌؽاٌٗ دٜ اؼغٓ ىثؼا constant ترمً اٚ ترفنً شاترٗ ػٕذ  errorِؼٕاٖ اْ ٔغثٗ اي

 ٚ دٖ ىثؼا  unstable system وذٖ ٘يثمٝ اعّٗ infinity تمد  errorٌىٓ ٌٛ ٌميد اْ ليّٗ اي 

 وثييش اٜٚ يثمٝ ِؼ ِٓ اٌّغرؽغٓ أٝ اعرخذِٗ فٝ  errorِؼ ؼاظٗ وٛيغٗ لأٗ ٘ييٍغ 

 .ؼغاتاخ أا تؼٍّٙا
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 : فا ٔؾٛف ِصاي اؼغٓ تمٝ ىية تّا اْ اٌىلاَ دٖ ػظيُ ظذا 

Ex: 

Consider the sequence {1 ,
1

3
 ,

1

9
 ,

1

27
 , … . } = Xn = {

1

3n } : 

i) Show that the following three methods can be used with infinite 

precision rational arithmetic to recursively generate the terms of above 

sequence: 

(a) r0 = 1 , rn =
1

3
rn−1  , n = 1 , 2, 3 , … 

(b) p0 = 1 , p1 =
1

3
 , pn =

4

3
pn−1 −

1

3
pn−2  , n = 2 , 3, … 

(c) q0 = 1 , q1 =
1

3
 , qn =

10

3
qn−1 − qn−2  , n = 2 ,3 , …. 

ii) Investigate the error propagation when the initial error as follows: 

(a) r0 = 1 −  ϵ 

(b) p0 = 1  , p1 =
1

3
− θ 

(c) q0 = 1 , q1 =
1

3
− θ 

 !!ىية ػٓ ِارا يرؽذز تمٝ ؟

 تراػرٙا ٘ٝ اي  rule اٌٍٝ ٘ٝ ِىرٛتٗ فٛق دٜ ٚ اي sequence٘ٛا ٕ٘ا تيمٛي أا ػٕذٜ 
1

3n    

 ٚ تؼذيٓ تمٝ ٘ٛا ىاٌة ايٗ ؟, ىية ٌؽذ وذٖ ظّيً

 واْ ػٕذٔا ىشيمريٓ ٌٍرؼثيش math 1  صِاْ وذٖ اياَ , الاٚي تظ ػايضٖ الٛي ِؼٍِٛٗ فغٕٛٔٗ وذٖ

   recursive ٚ اٌرأيٗ explicit ٚاؼذٖ  sequenceػٓ اي 

 ٚ تؼٛك فيٙا ػٍٝ ىٛي ٚ الذس اىٍغ اٜ rule اوٕٙا  sequence وٕا تٕؼثش ػٓ اي  explicitاي 

term  فٝ اي sequence دٜ تّعشد أٝ اوْٛ ػاسفٗ اي rule  تراػرٙا صٜ ِصلا ِا لٍٕا ٕ٘ا 
1

3n   ٌٛ 

  ٚ تاٌراٌٝ ٘ييٍغ ليّرٗ ػٍٝ ىٛي10 ب  n ِصلا ٘ؼٛك ِىاْ اي 10 سلُ  termأا ػايضٖ اي

 اٚاورش يؼٕٝ ِصلا يمٌٛٝ  initial term تذلاٌٗ  sequence تمٝ وأد ترٛفف اي  recursiveاي 

 ػثاسٖ ػٓ اي  term تراػرٙا ترمٛي ِصلا اْ وً rule دٜ اي  sequence ليّرٗ وزا ٚاي termاٚي 

term  ِٝصلا فا ٌٛ ػايضٖ اي3 اٌٍٝ لثٍٗ ِنشٚب ف term  ُ8 ٚ سلُ 9 لاصَ اظية سلُ 10 سل ٚ 

 ٚ اػٛك تميّرٗ ٚ اسظغ اػٛك فٝ وً اٌٍٝ تؼذيٗ ٌؽذ ِا  initial term٘ىزا ٌؽذ ِا اٚفً ًٌ

 10اٚفً ٌشلُ 

 explicit اٌٍٝ فٝ اٌغؤاي ػثاسٖ ػٓ  sequence تراػد اي ruleىية وذٖ اذفمٕا اْ اي

representation   
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 دٜ ترغاٜٚ  rules ٚ لاٌٝ اشثد اْ اي recursive rulesاٌعضء الاٚي ِٓ اٌغؤاي لاٌٝ ػٍٝ ؽٛيٗ 

  ٌٛ ػٛمد فيٙا sequence اٌٍٝ فٝ اٌغؤاي يؼٕٝ ذىْٛ فؼلا تريٍغ ٔفظ ايexplicitاي 

 ػٍؾاْ إٌاط  theoreticalتظ ٕ٘ا تمٝ ِؼ ٘يٕفغ اشثرٙا تّعشد اٌرؼٛيل لاصَ اشثرٙا تيشيمٗ 

 ذقذلٕٝ يؼٕٝ 

 ىية ايٗ اٌؽاظٗ اٌّّيضٖ فٝ اٌيٍة دٖ؟

 ِّىٓ يؽقً خاٌـ وٍٗ ٘ييٍغ  error يؼٕٝ ِؼٕذٚػ  infinite precisionأٗ لاي أٗ ٘يغرخذَ 

exact تاٌظثو  

 ىية ٔؽً دٖ الاٚي ٚ تؼذيٓ ٔؾٛف اٌّيٍٛب اٌرأٝ

 homework  دٜ  b  ٚ c ٘ؼٍّٗ ػٍٝ سلُ  a٘ٛا ٔفظ اٌٍٝ ٘ؼًّ ػٍٝ سلُ 

 :خٍيٕا فٝ اٌٍٝ ػايضيٓ ٔؽٍٗ دٌٛلرٝ

 : ترمٛي ايٗ  aٔؾٛف وذٖ سلُ 

r0 = 1 , rn =
1

3
rn−1 

  ػٍؾاْ اشثد أٗ صٜ اٌٍٝ فٝ اٌّغأٌٗ فٝ الاٚي explicit ٚ أا ػايضٖ اؼٌٛٗ  recursiveدٖ وذٖ 

 difference equationاٚي خيٖٛ ٘عية ؼاظٗ اعّٙا اي 

rn ٚ اػٛك ِىاْ وً  recursive relationدٜ تعيثٙا تئْ أا تاخذ اي    Zn تــ 

 :ىية ٔؼٛك وذٖ ٘رثمٝ

Zn =
1

3
Zn−1 

  difference equationٚ٘ٝ دٜ اي 

 :٘ؽو وً ؼاظٗ ػٍٝ ٔاؼيٗ ٚاؼذٖ

Zn −
1

3
Zn−1 = 0 

  ػاًِ ِؾرشن zn−1٘اخذ

Zn−1  Z −
1

3
 = 0 

Z =
1

3
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 :إٌريعٗ اٌٍٝ أا ٚفٍرٍٙا دٜ ٘مذس الٛي ِٕٙا اْ

rn = A Z n  

  يؼٕٝ constant دٖ اٜ  A ِغ اػرثاس اْ 

 :ٚتاٌرؼٛيل ٘يثمٝ

rn = A  
1

3
 

n

 

  اٌٍٝ ٘ٛا لاٌٝ ػٍيٗ initial condition دٖ فا ٘ؼٛك تاي  Aدٌٛلرٝ تمٝ أا ػايضٖ اػشف ليّٗ اي 

r0 = 1 

r0 = A  
1

3
 

0

= A 

A = 1 

 :يؼٕٝ ِؼٕٝ وذٖ اْ إٌريعٗ اٌٍٝ ٚفٍرٍٙا ٘ٝ

rn =  
1

3
 

n

 

 recursive اٌٍٝ فٝ اٌغؤاي يثمٝ وذٖ اي explicit formula ٚ دٜ فؼلا ٔفظ اي 

representation  دٜ تريٍغ ٔفظ اي sequence اٌٍٝ فٝ اٌغؤاي . 

 bٔعشب ٔفظ اٌّٛمٛع ػٍٝ سلُ 

p0 = 1 , p1 =
1

3
 , pn =

4

3
pn−1 −

1

3
pn−2 

 difference equationٔفظ اٌىلاَ ٘عية اي 

Zn =
4

3
Zn−1 −

1

3
Zn−2 

Zn −
4

3
Zn−1 +

1

3
Zn−2 = 0 

Zn−2  Z2 −
4

3
Z +

1

3
 = 0 

 Z −
1

3
  Z − 1 = 0 
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Z =
1

3
 , 1 

 relation وّاْ فٝ اي  constant  فا ٕ٘ضٚد  roots 2ٕ٘ا لاْ ىٍغ ػٕذٜ 

pn = A Z n + B Z n 

pn = A  
1

3
 

n

+ B 1 n 

 ٚ ػٍؾاْ اػًّ وذٖ لاصَ يىْٛ ػٕذٜ ِؼادٌريٓ يؼٕٝ لاصَ  A & Bٕ٘ا تشمٛ لاصَ اىٍغ ليُ اي 

  ٚ ٘ٛا فؼلا لاٌٝ ػٍيُٙ فٝ اٌغؤاي initial values 2يىْٛ ػٕذٜ 

p0 = 1  

p0 = A  
1

3
 

0

+ B 1 0 = A + B 

A + B = 1 

 دٜ اٚي ِؼادٌٗ 

  اٌرأٝ conditionٔؼٛك تمٝ تاي

P1 =
1

3
 

P1 = A  
1

3
 +  B 1  

1

3
A + B =

1

3
 

 :ٕ٘يشغ اٌّؼادٌريٓ ِٓ تؼل

2

3
A =

2

3
 

A = 1 

B = 0 

 : وذٖ أا ىٍؼد اٌميُ اػٛك تيٙا تمٝ

pn =
1

3n
 

 ٚ دٖ وذٖ فؼلا فػ صٜ ِا أا ػايضاٖ 
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 ٔؾٛف تمٝ اٌعضء اٌرأٝ ِٓ اٌغؤاي واْ ػايض ايٗ ؟

 تٕغثٗ ِؼيٕٗ  error ٌّا ٘يؽقً  error propagation٘ٛا ٕ٘ا تيمٌٛٝ أٗ ػايضٔٝ اؽٛف اي 

 ٘ٛا لاٌٝ ػٍيٙا 

  ٚلا لا stable ً٘ ٘ٛا ٘يثمٝ tends to infinity دٖ ايٗ ٌّا يــ   errorيؼٕٝ أا ٘ؾٛف ٔغثٗ اي

 فيٗ الً ٚ  error ؼالاخ اٌٍٝ ػٕذٜ ػٍؾاْ اػشف ِيٓ فيُٙ ٔغثٗ اي3٘عشب وذٖ ػٍٝ اي

 تاٌراٌٝ يىْٛ اؼغٓ ٚاؼذ ِّىٓ اعرخذِٗ

 :اٚي ٚاؼذٖ ٘ٛا لاي اْ

r0 = 1 −  ϵ 

  initial condition فٝ اٌميّٗ تراػد اي  errorيؼٕٝ فٝ 

 :ىية أا افلا فٝ الاٚي اعرٕرعد ؼاظٗ ِّٙٗ اٜٚ اٌٍٝ ٘ٝ وأد ترمٛي

rn = A  
1

3
 

n

 

 دinitial conditionٖ  ٘ؼٛك فٝ اي Aٌٛ أا ػايضٖ اػشف ليّٗ اي 

r0 = A  
1

3
 

0

= 1 − ϵ 

A = 1 −  ϵ 

rn =
1 − ϵ

3n
 

  تراػرٙا absolute error ٚ ػايضٖ تمٝ اىٍغ اي  approximated value دٜ وذٖ ذؼرثش 

Error =
1

3n
−

1 − ϵ

3n
 

=
1

3n
−

1

3n
+

ϵ

3n
 

=
ϵ

3n
 

 : ٘ؾٛف تمٝ ليّرٗ ػٕذ ِالا ٔٙايٗ errorأا وذٖ ىٍؼد اي 

lim
n→∞

ϵ

3n
 

 stable دٖ  system ٚ وذٖ يثمٝ اي  zero دٜ ٘رغاٜٚ  Limit٘لالٝ اْ اي
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 ىية ٔؾٛف اٌٍٝ تؼذيٙا وذٖ

p0 = 1 , p1 =
1

3
− θ 

pn = A  
1

3
 

n

+ B 1 n 

 A & B ٚ ٔيٍغ ليُ اي  initial conditionsٔؼٛك تاي 

p0 = A + B = 1 

p1 =
1

3
A + B =

1

3
− θ 

 ٔيشؼُٙ ِٓ تؼل تمٝ

2

3
A =

2

3
+ θ 

A = 1 +
3

2
θ 

B =  −
3

2
θ 

 ٔؼٛك تمٝ 

pn =  1 +
3

2
θ 

1

3n
−

3

2
θ 1 n 

=
1

3n
+

3

2
θ  

1

3n
− 1n  

 Errorٔيٍغ اي 

Error =
1

3n
−

1

3n
−

3

2
θ  

1

3n
− 1n  

=  −
3

2
θ 

1

3n
− 1n  

  تمٝ limitتظ وذٖ ٔعية اي 

lim
n→∞

−
3

2
θ  

1

3n
− 1n  

=  −
3

2
θ 0 − 1 =

3

2
θ  
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 stable دٖ ٘يىْٛ  System تاٌراٌٝ اي  constantٕ٘ا ٘لالٝ اْ دٜ ىٍؼد 

 الً ِٓ اي Zero ٚاي Zeroتظ ٌّا اؼة اخراس الاؼغٓ يثمٝ الاٚلأٝ اؼغٓ لأٗ ىٍغ 

Constant  ىثؼا فا ٘ييٍغ Error  ًال  

 

Ex: 

Xn =
1

2n
 

a) r0 = 1 , rn =
1

2
rn−1  , n = 1, 2, 3, .. 

b) p0 = 1 , p1 = 0.5 , pn =
3

2
pn−1 −

1

2
pn−2  , n > 1 

c) q0 = 1 , q1 = 0.5 , qn =
5

2
qn−1 − qn−2 , n > 1 

Error case: 

r0 = 1 − ϵ , p0 = 1 , p1 = 0.5 − θ , q0 = 1 , q1 = 0.5 − θ 

a) 

Zn = rn  

zn =
1

2
zn−1 

zn −
1

2
zn−1 = 0 

zn−1  z −
1

2
 =  0 

z =
1

2
 

rn = A  
1

2
 

n

 

r0 = A = 1 

rn =
1

2n
 

In case of error: 

rn = A  
1

2
 

n
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r0 = A = 1 − ϵ 

rn =  1 − ϵ  
1

2
 

n

 

Error = Xn − rn 

=
1

2n
−

1

2n
+ ϵ 

1

2n
  

=
1

2n
ϵ 

lim
n→∞

1

2n
ϵ = 0 

So this system is stable. 

b) 

pn = zn 

zn =
3

2
zn−1 −

1

2
zn−2 

zn − 
3

2
zn−1 +

1

2
zn−2 = 0 

zn−2  z2 −
3

2
z +

1

2
 =  0 

 z −
1

2
  z − 1 = 0 

z =
1

2
, 1 

pn = A  
1

2
 

n

+ B 1 n 

pn = A  
1

2
 

n

+ B 

p0 = A + B = 1 

p1 =
1

2
A + B =

1

2
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 :ٕ٘يشؼُٙ ِٓ تؼل

1

2
A =

1

2
 

A = 1 , B = 0 

pn =
1

2n
= Xn  

In case of error: 

pn = A  
1

2
 

n

+ B 

p0 = A + B = 1 

p1 =
1

2
A + B =

1

2
−  θ 

1

2
A =

1

2
+ θ 

A = 1 + 2θ 

B =  −2θ 

pn =  1 + 2θ 
1

2n
− 2θ 

Error = Xn − pn  

=
1

2n
−

1

2n
−

2θ

2n
+ 2θ   

= 2θ −
2θ

2n
 

lim
n→∞

2θ −
2θ

2n
= 2θ 

So the system is stable. 

c) 

𝑙𝑒𝑡 𝑞𝑛 = 𝑍𝑛  

𝑞𝑛 =
5

2
𝑞𝑛−1 − 𝑞𝑛−2 
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𝑍𝑛 =
5

2
𝑍𝑛−1 − 𝑍𝑛−2 

𝑍𝑛 −
5

2
𝑍𝑛−1 + 𝑍𝑛−2 = 0 

 𝑍2 −
5

2
𝑍 + 1 𝑍𝑛−2 = 0 

𝑍2 −
5

2
𝑍 + 1 = 0 

 𝑍 −
1

2
  𝑍 − 2 = 0 

𝑍1 =
1

2
, 𝑍2 = 2 

𝑞𝑛 = 𝐴 𝑍1 𝑛 +  𝐵 𝑍2 𝑛  

𝑞𝑛 = 𝐴  
1

2
 

𝑛

+  𝐵 2 𝑛  

𝑞0 = 1 → 𝐴 + 𝐵 = 1 

𝑞1 = 0.5 → 0.5𝐴 + 2𝐵 = 0.5 

𝐴 = 1 , 𝐵 = 0 

𝑞𝑛 =
1

2𝑛
 

Sequences are Equivalent 

Error Propagation 

𝑞0 = 1 → 𝐴 + 𝐵 = 1 

𝑞1 = 0.5 −  𝜃 → 0.5 𝐴 + 2𝐵 = 0.5 − 𝜃  

𝐴 = 1 +
2

3
𝜃 

𝐵 =  −
2

3
𝜃 

𝑞𝑛 = 𝐴  
1

2𝑛
 +  𝐵 2 𝑛  

=  1 +
2

3
𝜃  

1

2𝑛
 −

2

3
𝜃 2𝑛   
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=
1

2𝑛
+

2

3
𝜃  

1

2𝑛
− 2𝑛  

𝐸 = 𝑋𝑛 − 𝑞𝑛 =
1

2𝑛
−

1

2𝑛
−

2

3
𝜃  

1

2𝑛
− 2𝑛  

=
2

3
𝜃  2𝑛 −

1

2𝑛
  

𝑛 → ∞ → 𝐸𝑛 =
2

3
𝜃 ∞ − 0 = ∞ 

So system is unstable 

Solution of Non Linear Equations 

1- Fixed Point Iteration 

 

 :فٝ اٌيثيؼٝ تراػٕا اْ ٌّا الٛي ػايضٖ اؼً ِؼادٌٗ ػٍٝ ؽىً

𝐹 𝑥 =  0 

 zero إٌاذط يىْٛ  function اٌٍٝ ٌّا اػٛك تيٙا فٝ اي  xدٖ ِؼٕاٖ اْ أا ػايضٖ اٌميُ تراػد 

  تراػد اٌّؼادٌٗ دٜ rootsتّؼٕٝ اْ أا ػايضٖ اي 

 

  x-Axis دٜ ِغ اي  functionتّؼٕٝ ذأٝ أا ػايضٖ ٔمو ذماىغ اي 

  دٜ function تراػد اي  rootsصٜ فٝ اٌؾىً دٖ وذٖ إٌمو اٌٍٝ ػٕذ٘ا دٚايش دٜ ٘ٝ اي 

 

 

 

 

 

 

اٌعذيذ تمٝ اْ اؼٕا ,  صٜ ِا اؼٕا ِرؼٛديٓ Exactىية اٌيثيؼٝ اْ اؼٕا ٔمذس ٔيٍغ اٌؽً دٖ 

 Numerical Methods يؼٕٝ ٔؽٍٗ تاي  Approximatedػايضيٓ ٔؾٛفٗ 
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 root يؼٕٝ ترٛفٍٕا ٌشلُ لشية اٜٚ ِٓ اي  Finding the rootفٝ ىشق ترؼًّ ؼاظٗ اعّٙا  

  3 ٚ 1اٌيشق دٜ اٌٍٝ ٘ٝ سلُ 

  interval يؼٕٝ ترؽذد افغش  Locating the root دٜ ترؼًّ ؼاظٗ اعّٙا 2اِا اٌيشق سلُ 

  ِٛظٛد فيٙا  rootاي

 ىية ٌيٗ ٕ٘ذسط اٌخّظ ىشق وٍُٙ ٌّا وٍُٙ تيؼٍّٛا ٔفظ اٌؽاظٗ؟

 ٚ فٝ وً ىشيمٗ ٕ٘ذسعٙا لاصَ ٔؼشف functionsلاْ وً ىشيمٗ ُِٕٙ ترؽً ؽىً ِؼيٓ ِٓ اي 

 ؼاظاخ اعاعيح ّ٘ا دٚي اٌٍٝ تفامً تيُٙ تيٓ وً ىشيمٗ ٚ ىشيمٗ ٚالذس ػٓ ىشيمُٙ 3ػٕٙا 

  اؼً تيٙا اٌّغأٌٗ اٌٍٝ لذاِٝ Methodاؼذد ايٗ ٘ٝ اؼغٓ 

 : ؼاظاخ دٚي ّ٘ا3اي

Workability Condition 

Convergence Test 

Rate of Convergence  

  دٜ Method ٘ٛا تاٌظثو صٜ ِا اوْٛ تمٛي اِرٗ يٕفغ اعرخذَ اي  workability conditionاي

  دٜ ػٍؾاْ اؼٍٙا تيٙا Methodايٗ اٌؾشٚه اٌٍٝ ٌّا ذرؽمك فٝ اٌّغأٌٗ اعرخذَ اي

 تراػرٙا ػٍؾاْ ٔؼشف اِرٗ  workability conditionsٚ فٝ وً ىشيمٗ ٕ٘اخذ٘ا ٕ٘مٛي ػٍٝ اي 

 ٔغرخذِٙا

  Exact تمٛي فيٙا ً٘ اٌيشيمٗ دٜ ٌّا تغرخذِٙا ترمشتٕٝ ِٓ اٌؽً اي convergence testاي 

 ٚلا ترثؼذ ػٕٗ ؟

  workability conditions ىشق وٍُٙ اي 3يؼٕٝ ِصلا ِّىٓ يىْٛ فٝ ِغأٌٗ الذس اؼٍٙا ب

 تراػرُٙ ِرٛفشٖ فٝ اٌّغأٌٗ دٜ ىية ٘خراس تيُٕٙ ػٍٝ اعاط ايٗ؟

 دٖ لاْ ِّىٓ يىْٛ فٝ ىشيمٗ ترثؼذٔٝ ػٓ اٌؽً اٌٍٝ أا  convergence testػٍٝ اعاط اي 

 converge  ػايضاٖ ٚ ىشيمٗ ذأيٗ ترمشتٕٝ ِٕٗ فا ىثؼا ٘خراس اٌيشيمٗ اٌٍٝ ترؼًّ 

  اٌٍٝ ٘ٝ ِؼذي اٌرماسب rate of convergenceاخش ؼاظٗ تمٝ اٌٝ ٘ٝ اي 

 اٌٍٝ اٌّفشٚك اػٍّٙا ػٍؾاْ اٚفً ٌؽً  iterationsاٚ تّؼٕٝ اخش ٘ٝ ػذد اي 

approximated ًٌ root  فٝ ػذد ِؼيٓ ِٓ اي digits   

  اٌٍٝ اٌّفشٚك اػٍّٙا ػٍؾاْ اٚفً ًٌ iterationsيؼٕٝ صٜ ِا الٛي وذٖ ِصلا ايٗ ٘ٝ ػذد اي 

Root approximated to 6 digits   
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 ٘خراس ػٍٝ اٜ  convergeىية ٌٕفرشك اْ اٌّغأٌٗ يٕفغ ذرؽً تيشيمريٓ ٚ وٍُٙ تيؼًّ 

 اعاط؟

 يؼٕٝ اؽٛف ِيٓ فيُٙ تيٛفٍٕٝ ٌٍؽً اٌٍٝ أا ػايضاٖ  rate of convergenceػٍٝ اعاط اي

  الً لاْ دٖ اٌٍٝ ٘يثمٝ اؼغٓ ىثؼا  iterationsفٝ ػذد 

 

 ٕ٘رىٍُ ػٓ اٚي ىشيمٗ فمو ٚ ٕ٘ؾٛف اصاٜ ٔؼًّ اي

Workability condition, Convergence test, Rate of convergence  

  افلا fixed pointىية اٚلا ػايضيٓ ٔفُٙ يؼٕٝ ايٗ 

 دٜ اٌٍٝ تررماىغ ِغ اٌخو  function ٘ٝ إٌمو اٌٍٝ ػٍٝ اي  Function لأٜ  fixed pointاي

= 𝐹 𝑥اٌّغرميُ  𝑦  

= 𝐹 𝑥ىثؼا اٌخو اٌٍٝ فٝ إٌـ دٖ ٘ٛا اي 𝑦  

  Fixed Pointsٚ ٔمو اٌرماىغ دٜ ٘ٝ اي 

  دٜ Functionتراػد اي 

   function اٌٍٝ ٌّا اػٛك تيٙا فٝ اي  pيؼٕٝ ٘ٝ إٌميٗ 

 pذذيٕٝ ٔفظ ليّٗ 

𝐹 𝑝 =  𝑝 

  افلا ؟ function تراع اي rootىية ايٗ ػلالٗ اٌّٛمٛع دٖ تمٝ تاي

  لاصَ اورثٙا ػٍٝ ؽىً    𝐹 𝑥 تراع  root دٜ تيمٛي أٗ ػٍؾاْ اىٍغ اي  Methodاٚلا فٝ اي 

𝐹 𝑥 =  𝑥 − 𝑓 𝑥  

  𝐹(𝑥) تراع  root دٜ ٚ تاٌراٌٝ ٘رىْٛ ٘ٝ اي  𝑓 𝑥 تراػد اي  fixed point ٚ اىٍغ اي 

 ىية أا تمٛي ٔؾٛف ِصاي اؼغٓ 

 : تاٌؾىً دٖ Functionٌٛ لٍٕا ِصلا ػٕذٔا 

𝐹 𝑥 = sin 𝑥 – 𝑥 

  ٚ ػايضٖ اؼيٙا ػٍٝ ؽىً 

𝐹 𝑥 =  𝑥 − 𝑓 𝑥  
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  ٔالـ اٜ ؼاظٗ xيؼٕٝ اخٍيٙا ػٍٝ ؽىً 

= 𝑓 𝑥فٝ اٌّصاي دٖ ٚامػ اْ اي  sin 𝑥 

 ىية ٔؾٛف ِصاي ِؼ ٚامػ وذٖ

𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0 

  ٌٛؼذ٘ا xػايضٖ اىٍغ 

2𝑥 = 𝑥2 + 1 

𝑥 =
𝑥2 + 1

2
 

 اٚ ِّىٓ الٛي

𝑥2 =  2𝑥 − 1 

𝑥 =   2𝑥 − 1 

    𝑓 𝑥 الذس اىٍغ ٌيٙا اورش ِٓ  functionٚ ِٓ ٕ٘ا الذس الٛي اْ اي

 ىية ٔشظغ ٌّٛمٛػٕا افلا تمٝ

 اٌٍٝ ىٍؼٕا٘ا دٜ ػٍٝ اعاط اْ ٘ٝ دٜ  𝑓 𝑥 تراػد  Fixed pointsاؼٕا ػايضيٓ ٔيٍغ اي 

  ٚ دٖ اٌٍٝ أا ػايضٖ اٚفٍٗ افلا 𝐹 𝑥 تراػد  root٘رثمٝ اي 

 ىية ػٍٝ اٜ اعاط اٌىلاَ دٖ فؽيػ؟

 zero ذذيٕٝ  function ٘ٛا اٌميّٗ اٌٍٝ ٌّا اػٛك تيٙا فٝ اي  rootاؼٕا ِؼ لٍٕا اْ اي 

 : ػٍٝ ؽىً  𝐹 𝑥ٚ لٍٕا اؼٕا ٕ٘ؽو 

𝐹 𝑥 =  𝑥 − 𝑓 𝑥  

  اْ fixed point ٚ اذفمٕا اْ ِؼٕٝ   𝑓 𝑥 تراػد fixed pointٚ ٕ٘عية اي 

𝑓 𝑝 =  𝑝 

  𝐹 𝑥 فٝ اي  p ٚ ػٛمد ػٓ اي   𝑓 𝑥 ي  fixed point دٜ ٘ٝ اي  pىية ٌٛ افرشمٕا اْ اي 

 :٘ريٍغ وذٖ

𝐹 𝑝 =  𝑝 − 𝑓 𝑝  

= 𝑝 − 𝑝 = 0 
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 root  يثمٝ ٘ٝ وذٖ  zero تّا أٙا ترغاٜٚ 

 ىية دٖ ِؼٕاٖ ايٗ ؟

 فٝ  given  ٚ دٜ اعاعٝ   𝑓 𝑥 دٜ ٘يثمٝ وً ؽغٍٕا ػٍٝ اي  Methodِؼٕاٖ اْ فٝ اي

  يؼٕٝ ِؼ ٕ٘ؼذ ٔيٍؼٙا فٝ الاِرؽاْ اْ ؽاء اللهاٌّغأٌٗ 

  ِّىٓ يثمٝ ٌيٙا اورش ِٓ ؽىً  𝑓 𝑥اؼٕا ِٓ ؽٛيٗ لٍٕا اْ اي, ىية فٝ عؤاي ٕ٘ا تمٝ

 ىية ٘خراس ِيٓ فيُٙ ؟

  ؟  fixed pointsِؼ ِّىٓ ٚاؼذٖ ُِٕٙ ِصلا ِيىٛٔؼ ٌيٙا افلا 

   workability conditionsدٖ تمٝ اٌٍٝ تٕمٛي ػٍيٗ 

Workability conditions: 

 : ؼاظاخ3 اٌٍٝ ٘ؾرغً ػٍيٙا لاصَ ذؽمك   𝑓 𝑥ػٍؾاْ اخراس 

1- 𝑓 𝑥  on set 

2- 𝑓 𝑥  everywhere defined  

3- 𝑓(𝑥) is a continues function 

 ىية يؼٕٝ ايٗ وً ٚاؼذٖ ِٓ دٚي تمٝ 

   on set ذىْٛ  functionاٚلا يؼٕٝ ايٗ اْ اي , ٔؾٛف وذٖ ٚاؼذٖ ٚاؼذٖ

  ِؼيٕٗ ٔؽً فيٙا اٌّغأٌٗ Intervalاٌّغائً اٌٍٝ ِٓ إٌٛع دٖ اٌذورٛس لاصَ ٘رمٛي ػٍٝ 

 دٜ  function اٌّفشٚك ػٍؾاْ الٛي اْ اي  [a,b] اٌٍٝ ػٕذٜ  Intervalىية ٌٛ افرشمٕا اْ اي 

onset  ػٍٝ اي interval  دٜ اْ ٌّا اػٛك فٝ اي Function  تأٜ ٔميٗ فٝ اي Interval  

  دٜ تشمٖٛ Intervalذذيٕٝ ٔميٗ ظٛا اي 

 اصاٜ يؼٕٝ ؟

   interval  ٝ٘ [0,1] ٚ اْ اي  functionٌٛ افرشمٕا اْ اٌؾىً دٖ ٘ٛا اي

  zero  ٚ 1 ٘رثمٝ تيٓ   𝑓 𝑥 ليّٗ اي 1 ٌؽذ  zero٘لالٝ اْ أا ٌٛ ػٛمد تأٜ ليّٗ ِٓ اي 

  everywhere definedذأٝ ؼاظٗ تمٝ أٙا ذثمٝ 

 ٚاٌىلاَ دٖ ِؼٕاٖ اْ ٌّا اػٛك فيٙا تأٜ سلُ ذيٍغ سلُ

Real  ِؼcomplex  ٌٛ ًدٖ ػادذا ِّىٓ يؽق ٚ 

  فيٙا ظزس اٚ ٌيٙا ِماَ functionاي

1 
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   ذثمٝ  functionتإٌغثٗ تمٝ ٌٍؾشه اٌراٌد فا وٍٕا ػاسفيٓ يؼٕٝ ايٗ اي 

Continues  ٜػِّٛا اpolynomial or trigonometric function  ٖاٚ ِعّٛع ُِٕٙ ٘ٛا ػثاس

    continues functionػٓ 

 ذّاَ وذٖ؟

  اٌؽّذ لله  workability conditionsوذٖ خٍقٕا اي 

Convergence test: 

  اٌٍٝ ٘ؽً فيٙا Intervalاؼٕا اذفمٕا اْ دايّا فٝ اٌّغأٌٗ ٘يمٌٛٝ ػٍٝ اي 

 وذٖ ػٍؾاْ اؽٛف ٘ٛا اٌيشيمٗ دٜ ترمشتٕٝ ِٓ  iterationدٌٛلرٝ تمٝ أا ػايضٖ اػًّ وزا 

 اٌؽً ٚ لا ترثؼذٔٝ ػٕٗ ؟

 ٚ ٘ثذأ ِٓ ػٕذ٘ا اؼغة  𝑝0 دٜ ٚ ٘غّيٙا  intervalاٚلا أا ٘ثذأ تأٜ ٔميٗ فٝ اي 

𝑝1  , 𝑝2 , … 𝑝𝑛    ٚ ٘ىزا  

 ىية ٘ؽغثُٙ اصاٜ؟

𝑝1 = 𝑓 𝑝0  

𝑝2 = 𝑓 𝑝1  

𝑝𝑛 = 𝑓 𝑝𝑛−1  

 ذأٝ ػٍؾاْ اظية ليّٗ اٌٍٝ تؼذيٙا ٚ  functionيؼٕٝ وً ٔميٗ ٘يٍؼٙا ٘ؼٛك تيٙا فٝ اي 

 ٘ىزا

 ىية اِرٗ ٘مف ٚ الٛي أا ذمشيثا ٚفٍد ٌٍؽً ؟

 ٌّا اٚفً اْ

𝑝𝑘 ≈ 𝑓 𝑝𝑘  

   approximatedأا ورثد ذمشيثا ترغاٜٚ لاْ اؼٕا تٕذٚس ػٍٝ ؼً 

𝑝4 ٌؽذ ِا ٚفٍد ي  iterationsيؼٕٝ فشما ٌٛ أا فنٍد اػًّ  =   ِصلا   2

 اٌٍٝ تؼذ٘ا ٌميد إٌاذط ىٍغ  iteration ػٍؾاْ اظية اي functionٚ ظية اػٛك تيٙا فٝ اي 

 ِصلا

𝑓 2 =  1.9999 

 .  ذمشيثا fixed pointارْ أا وذٖ ٘مف خلاؿ لاْ دٜ الذس اػرثش٘ا ,  ِصلا يؼٕٝ

1 
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 ٚلا  converge دٜ ترؼًّ  functionىية فٝ ىشيمريٓ تمٝ الذس اػشف تيُٙ ارا وأد اي 

diverge  ٝ٘ ٌٍٝفٝ ىشيمٗ اٌٍٝ ٘ٝ ٕ٘غرخذِٙا دايّا ا mathematically  يؼٕٝ تؼٛك 

   graphٚ فٝ ىشيمٗ ػٓ ىشيك اي ,  ِؼيٕٗ ruleفٝ 

 : تاٌؾىً دٖ functions 4٘فرشك ِصلا اْ أا ػٕذٜ ,  الاٚي graphٕ٘مٛي اٌيشيمٗ تراػد اي 

 (2) (1) 

 

 

 

 

 

 

  (4) (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P P 

P P 
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 اٌٍٝ أا ػايضٖ اٚفٍٙا فا اٌخيٖٛ  fixed point اٌٍٝ ٘ٝ  pٚتؼذيٓ تمٝ دٌٛلرٝ أا ػاسفٗ فيٓ اي 

𝑝0الاٌٚٝ اْ أا اخراس   : function ٌىً   

 (2) (1) 

 

 

 

 

 

 

  (4) (3) 

 

 

 

 

   

 

 

 ّ٘ؾٝ ِٓ ػٕذ  p1 ٚ ػٍؾاْ اظية ليّٗ  function ٌؽذ اي  p0تؼذ وذٖ ّ٘ؾٝ ِٓ ػٕذ 

   ٚ ٘ىزا تمٝ x – Axis ٌؽذ اٌخو اٌّغرميُ ٚ ِٓ اٌخو دٖ أضي ٌؽذ  functionاي

 ٚ ِٓ إٌميٗ اٌٍٝ ٘ٛفً ػٕٙا  function ٚ اىٍغ ٌؽذ اي  p1 ٘شٚغ ِٓ ِىاْ  p2ٌٛ ػايضٖ ليّٗ 

  x – Axis٘شٚغ ػٕذ اٌخو اٌّغرميُ ٚ أضي ذأٝ ػٍٝ 
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 (2) (1) 

 

 

 

 

 

 

  (4) (3) 

 

 

 

 

   

 

 دٜ وزا ِشٖ تمٝ تٕفظ اٌيشيمٗ ػٍؾاْ اػشف ارا وٕد تمشب ِٓ  iterationsٚ ٕ٘فنً ٔؼًّ اي 

 converge  ٚ 3ٚ 4 2 ٚ 1 اٌٍٝ فٛق دٚي ٘لالٝ اْ  functions 4 ٚلا تثؼذ ػٕٙا فٝ اي pاي 

diverge  

 : فٝ اٌمأْٛ دٖ  intervalىية اٌيشيمٗ اٌرأيٗ تمٝ ٘ٝ اْ أا اػٛك تيشفيٓ اي 

 𝒇` 𝒙  ≤ 𝒌 < 1  

  ٘ٝ اوثش سلُ ٘ييٍغ ٔريعٗ اٌرؼٛيل kاي 

 ٚ اػٛك تيُٙ فٝ  interval  ٚ تؼذيٓ ٘اخذ ىشفيٓ اي    𝑓 𝑥يؼٕٝ اٚي ؼاظٗ ٘ؼٍّٙا ٘فامً 

𝑓`(𝑥) تؼذيٓ اخذ ٚ absolute  ٚ ُٙاٌميّيريٓ اٌٍٝ ٘ييٍؼٛا ػٕذٜ ٚ اخذ اٌميّٗ اٌىثيشٖ في 

 ػٍٝ اي  converge دٜ  function دٜ الً ِٓ اٌٛاؼذ يثمٝ وذٖ اي  K ٌٛ اي  k٘غّيٙا 

Interval  ٝدٜ غيش وذٖ ذثم diverge   
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Rate of convergence: 

 فٝ اٌّغأٌٗ  iterationوذٖ ٚفٍٕا لاخش ؼاظٗ اٌّفشٚك ٔؼٍّٙا اٌٍٝ ٘ٝ ٔؼشف أا ٘ؼًّ واَ 

 .ػٍؾاْ اٚفً ٌٍؽً اٌٍٝ أا ػايضاٖ

 ىية فٝ لأْٛ تؼٛك فيٗ ػٍؾاْ اػشف ٚ دٜ اعًٙ ؼاظٗ

𝒏 >
(𝐥𝐨𝐠

𝝐𝟎𝒎𝒂𝒙

𝟎. 𝟓 + 𝒅)

𝒍𝒐𝒈
𝟏
𝒌

 

ٚدٖ تمٝ اٌمأْٛ اٌٍٝ ٚفٍٕا ٌيٗ فٝ الاخش ٚ اٌٍٝ اٌّفشٚك ٕ٘غرخذِٗ تمٝ تؼذ وذٖ ػٍؾاْ 

 اٌٍٝ اٌّفشٚك اػٍّٙا ػٍؾاْ اٚفً ٌؽً  iterations اٌٍٝ ٘ٝ ػذد اي nاػشف اي 

approximated  تؼذد ِؼيٓ ِٓ اي decimal digits   

n -> # iterations to obtain the root approximated up to “d” decimal digits 

 اؼغٓ ؼاظٗ تمٝ ٔاخذ ِغأٌٗ ٔؼًّ فيٙا وً اٌؽاظاخ دٜ ػٍؾاْ ٔفُٙ تٕؽً اصاٜ  

 

Example: 

(i) Investigate the workability of the fixed point iteration algorithm to find 

the root:- 

𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 4𝑥 + 2.3 = 0 

Contained in the interval [0,1.5], if the iterating functions are: 

(a) 𝑓 𝑥 =
𝑥2+ 2.3

4
   

(b) 𝑓 𝑥 =   4𝑥 − 2.3 

(ii) Having selected the iterating function, investigate the local 

convergence, determine “n” to obtain root up to 4 digits 

(iii) Evaluate the second root contained in the interval [2.5,4] up to 4 

decimal digits 

(iv) If we take 𝑓 𝑥 = 4 −
2.3

𝑥
 on the interval [2.5,4]. 

 ٕ٘رمٛي اٌؽً إٌٙائٝ تراػرُٙ ٚ ٕ٘مٛي ٔميٗ 4 ٚ 3 اِا سلُ 2 ٚ 1اؼٕا ٕ٘ؽً دٌٛلرٝ سلُ 

 ِّٙٗ وذٖ فيُٙ ٚ اٌّؽامشٖ اٌٍٝ ظايٗ اْ ؽاء الله ٘ييٍغ ِٕٕا ٔاط يؽٍُٛ٘ 

 

 :1سلُ 

 اٌٝ لاي ػٍيُٙ ػٍؾاْ ٔؾٛف  functions 2 ػٍٝ اي  workability conditionsػايضٔٝ اػًّ 

 دٜ Intervalِيٓ فيُٙ يٕفغ اعرخذِٗ فٝ اي
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 :ٕ٘اخذ اٚي ٚاؼذٖ اٌٍٝ ٘ٝ

𝑓 𝑥 =
𝑥2 + 2.3

4
 

  ٘ؼًّ ايٗ ؟ On setػايضٖ اشثد أٙا 

 on set دٜ ذثمٝ ٘ٝ وذٖ  Interval فيٙا ٌٛ ىٍؼد اٌميّٗ داخً اي  interval٘ؼٛك تيشفيٓ اي 

𝑓 0 =  0.575 ∈  0, 1.5  

𝑓 1.5 =  1.1375 ∈  0, 1.5  

 ٘ٝ فؼلا ٘رؽمك اٌؾشه دٖ  everywhere defined ىية تإٌغثٗ ي on setيثمٝ ٘ٝ فؼلا 

  فٝ اٌّماَ xلأٙا ِفيؼ فيٙا ظزس اٚ 

  continues فا اويذ ٘رثمٝ  polynomialٚىثؼا تّا أٙا 

 يثمٝ ٘ٝ وذٖ ٔمذس ٔغرخذِٙا

  اٌرأيٗ functionىية اي

𝑓 𝑥 =   4𝑥 − 2.3 

  ٚلا لا on set ػٍؾاْ اػشف ٘ٝ  Interval ٘ؼٛك تيشفيٓ اي 

𝑓 0 =   −𝑣𝑒 

  function ٚ تاٌراٌٝ ِيٕفؼؼ اعرخذِٙا يثمٝ اويذ ٘اخذ اي  on setيثمٝ ٘ٝ وذٖ ِؼ 

 الاٌٚٝ

 1وذٖ خٍقٕا سلُ 

 :2سلُ 

  converge ٚلا لا ٚ ٌٛ فؼلا  converge اٌٍٝ أا اخرشذٙا دٜ  functionػايضٔٝ اػشف تمٝ اي 

 approximated up to 4 digits ػٍؾاْ يٛفً ٌميّٗ  iterationػايضٖ يؼشف ٘يؼًّ واَ 

  test of convergenceاٚي ؼاظٗ ٔؼًّ اي 

  interval ٚاػٛك تيشفيٓ اي  function٘فامً اي 

𝑓` 𝑥 =
𝑥

2
 

𝑓` 0 =  0 
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𝑓` 1.5 =
3

4
 

 k ٘خراس اٌىثيش فيُٙ ٚ اعّيٗ 

𝑘 =
3

4
 

  ؟1 دٖ الً ِٓ اي  kىية اي 

   convergeاٖ الً يثمٝ وذٖ دٜ 

 nىية ٔؾٛف تمٝ اي 

𝒏 >
(𝐥𝐨𝐠

𝝐𝟎𝒎𝒂𝒙

𝟎. 𝟓 + 𝒅)

𝒍𝒐𝒈
𝟏
𝒌

 

𝜖0𝑚𝑎𝑥 ػايضيٓ تظ اي  d ٚ اي  kاؼٕا ػٕذٔا اي     

𝜖0𝑚𝑎𝑥 = 𝑏 − 𝑎 

= 1.5 − 0 

= 1.5 

 :ٔؼٛك فٝ اٌمأْٛ تمٝ

𝑛 >
log

1.5
0.5 + 4

𝑙𝑜𝑔
4
3

 

𝑛 > 35.83 

𝑛 = 36 

  ػٍؾاْ اٚفً ٌٍؽً  iteration 36  يؼٕٝ اٌّفشٚك اػًّ

 2وذٖ خٍقٕا سلُ 

  ذمشيثا  k = 0.7 ٚ اي  n = 32 ٘لالٝ اْ اي 3تإٌغثٗ تمٝ ٌشلُ 

   k = 0.3 ٚ اي  n = 11 ٘لالٝ اْ اي 4ٚ فٝ سلُ 

  يمً iterations ذمً وً ِا ػذد اي  kيؼٕٝ اٌّفيذ اْ وً ٌّا اي 
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 يؼٕٝ ِيٕفؼؼ الاسْ سلُ  interval فٝ ٔفظ اي  functions 2تظ لاصَ ػٍؾاْ الاسْ يثمٝ اي 

  ِؼيٕٗ interval ِصلا لاْ وً ٚاؼذٖ فيُٙ ٌيٙا 3 ِغ سلُ 2 ٚ 1

 interval   لاْ ّ٘ا الاذٕيٓ ٌيُٙ ٔفظ اي 4 ٚ 3ٌىٓ أا ٕ٘ا لاسٔد تيٓ 

 

Ex: 

𝑓 𝑥 =  −4 + 4𝑥 −
𝑥2

2
 

1- Find the fixed points  

2- 𝑝0 = 1.9 Find 𝑝1 , 𝑝2, 𝑝3 and find the relative error for each. 

3- 𝑝0 = 3.8 Find 𝑝1 , 𝑝2, 𝑝3 and find the relative error for each. 

 : ٕ٘مٛي اْ fixed pointsاٚلا ػٍؾاْ ٔيٍغ اي 

𝑥 = 𝑓 𝑥  

 ٚٔؼٛك ٚ ٔؽً ػٍٝ ٘زا الاعاط تمٝ

𝑥 = −4 + 4𝑥 −
𝑥2

2
 

𝑥 + 4 − 4𝑥 +
𝑥2

2
= 0 

 2ٕ٘نشب فٝ 

2𝑥 + 8 − 8𝑥 + 𝑥2 = 0 

𝑥2 − 6𝑥 + 8 = 0 

 𝑥 − 2  𝑥 − 4 = 0 

𝑥 = 2 , 4 

 .fixed points  ٝ٘ 2 ٚ 4 يثمٝ اي 

 تؼذيٙا فا ٕ٘ؼٛك  iterations 3 ٚ ػايض يعية  initial iterationاٌّيٍٛب اٌرأٝ تمٝ لاٌٝ ػٍٝ اي 

 :فٝ اٌمأْٛ اٌٍٝ ٘ٛا

𝑝𝑛+1 = 𝑓 𝑝𝑛  

 :ٔؼٛك تمٝ

𝑝1 = 𝑓 𝑝0 =  𝑓 1.9 = 1.795 
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 ىية اٌّفشٚك أٙا ٘رىْٛ اي  exact value اٌّفشٚك ٔىْٛ ػاسفيٓ اي  errorػٍؾاْ ٔيٍغ اي 

fixed point  ؟4 ٚ لا اي  2 تظ ٘خراس ِيٓ ؟ اي  

  الشب ٌيٙا  Initial iteration ػٍؾاْ اي 2فٝ اٌؽاٌٗ دٜ ٘خراس اي 

 : ٘ييٍغ وذٖ errorيثمٝ اي 

𝑅𝐸 =
2 − 1.975

2
= 0.1025 

  اٌثاليٗ iterationsٚ وزٌه تمٝ ٌىً اي

𝑝2 = 𝑓 1.795 = 1.5689 

𝑝3 = 1.04508 

  fixed point ِٓ اي divergeىثؼا ٚامػ اْ اؼٕا تٕؼًّ 

  ِخرٍفٗ تظ initial iterationاٌٍٝ تؼذيٙا ٔفظ اٌىلاَ تظ تذأ ب

𝑝1 = 𝑓 𝑝0 =  𝑓 3.8 = 3.98 

 4 ٚ ٕ٘ا ٘خراس اي  exact value ذثمٝ ٘ٝ اي  fixed point لاصَ اخراس  errorٕ٘ا ػٍؾاْ ٔيٍغ اي

 ػٍؾاْ ٘ٝ الالشب

𝑝2 = 3.9998 

𝑝3 = 3.9999998 

 converge  ٕٚ٘ا تٕؼًّ 

 ػادذا اٌّغائً اٌٍٝ صٜ دٜ الافنً ٔٛمؽٙا فٝ ظذٚي وذٖ ػٍؾاْ ِؼ ٔرٍغثو فٝ الاسلاَ 

K Pk Ek 

0 1.9 0.1 

1 1.795 0.205 
2 1.5689 0.431 
3   

 :ٚدٖ اٌرأٝ

K Pk                  Ek 

0 3.8                 0.2 
1 3.98                0.02 

2 3.9998 2 ∗ 10−4 

3 3.9999998 2 ∗ 10−8 
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 . absolute error ٕ٘ا ٘ٝ اي  Ekاي 

Ex: 

𝑔 𝑥 =  𝑥2 + 𝑥 − 4 

Can you solve this equation using fixed point iteration method? 

  ٚلا لا fixed point iterationٕ٘ا تيغأي ارا وأد اٌّؼادٌٗ دٜ يٕفغ اؼٍٙا تئعرخذاَ اي 

 ٚ  workable لاصَ ذىْٛ  fixed point iteration methodىية افلا ػٍؾاْ اؼً اٜ ِؼادٌٗ تاي 

 فا اؼٕا ٕ٘يثك  divergent ِؼ  convergent يؼٕٝ ذىْٛ  convergence testوّاْ ذؼذٜ اي 

 ٌٚٛ ِؼ  fixed point اٌٍٝ فٛق دٜ ٚ ٌٛ ؼممرٗ يثمٝ يٕفغ ٔؽً تاي  equationاٌىلاَ دٖ ػٍٝ اي 

 ؼممرٗ يثمٝ ِيٕفؼؼ 

 ؟  Intervalفيٓ اي : ىية فٝ عؤاي ىثيؼٝ

  function تراػد اي  fixed points وذٖ دٖ ِؼٕاٖ أٗ لاصَ اظية اي  intervalٌّا ِيىٛٔؼ ِذيٕٝ 

  تإٌغثٗ ٌٍّغأٌٗ دٜ intervalدٜ ٚ ّ٘ا دٚي اٌٝ ٘يثمٝ اي 

   fixed pointsىية ٔعية اي 

𝑥 = 𝑔 𝑥  

𝑥 =  𝑥2 + 𝑥 − 4 

𝑥2 −  4 = 0  

𝑥 =  ±2  

Workability conditions: 

On set: 

𝑔 2 =  2 

𝑔 −2 =  −2 

So it‟s on set and it‟s everywhere defined and continues in this interval so it‟s 

workable 

Convergence test: 

𝑔` 𝑥 =  2𝑥 + 1 

𝑔` 2 = 5 

𝑔` −2 =  3 
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Both are bigger than 1 so this function is divergent 

  equation ػٍؾاْ ٔؽً اي fixed point iteration methodٚدٖ ِؼٕاٖ أٗ ِيٕفؼؼ ٔغرخذَ اي 

 دٜ 

Ex: 

𝑔 𝑥 =
𝑥 +

9
𝑥

2
 

1- Verify that p = 3 is a solution for 𝑝 = 𝑔(𝑝)  

2- Find g`(x) and g`(3)  

3- 𝑝0 = 3.1 Find 𝑝1, 𝑝2 , will the iteration converge to fixed point p = 3? Why? 

 دٜ  fixed point  ًٌ equation دٜ ػثاسٖ ػٓ 3ٕ٘ا اٚي ؼاظٗ ىٍثٙا اْ اشثد اْ 

 : لاصَ ذؽمك اٌؾشه fixed point ذثمٝ 3ىية ػٍؾاْ اي 

𝑔 3 =  3 

 :ٔؼٛك تمٝ ٚ ٔؾٛف

𝑔 3 =
3 +

9
3

2
=

3 + 3

2
+

6

2
= 3 

  fixed point دٜ 3يثمٝ فؼلا اي 

 convergence testذأٝ ؼاظٗ ػايضٔٝ اػًّ اي 

𝑔` 𝑥 =
 1 −

9
𝑥2 

2
 

𝑔` 3 = 0 

  convergent يثمٝ دٜ وذٖ 1 الً ِٓ 0تّا اْ اي 

  تؼذيٙا iterations 2 ٚ ػايضٔٝ اظية initial iterationاخش ؼاظٗ لاٌٝ ػٍٝ 

𝑝1 = 𝑓 3.1 =  3.001612903 

𝑝2 = 3.00000433 

  3 اٌٍٝ ٘ٝ  fixed point ترمشب ًٌ iterationsٚىثؼا ٚامػ اْ اي 
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Ex: 

Given 𝑔 𝑥 ,𝑔`(𝑥) are continues on the interval [a,b],  𝑔` 𝑥  > 1 if the fixed point is P 

and the initial iteration and the second iteration is 𝑝0 , 𝑝1 prove that: 

 𝐸1 =  𝑝 − 𝑝1 >  𝑝 − 𝑝0 =  𝐸0  

  ِؼيٕٗ  interval ػٍٝ  continues تراػٙا الاذٕيٓ  derivative ٚاي  functionٕ٘ا يثمٛي اْ فٝ 

<  𝑔` 𝑥  لاْ اي  divergentدٜ  functionٚ اْ اي   ػٕذ  error ٚ ػايض تمٝ يصثد اْ اي 1

  الاٌٚٝ iteration ػٕذ اي  error اٌرأيٗ اوثش ِٓ اي  iterationاي

 iteration تيضيذ ِغ وً error يثمٝ اي  divergent افلا  functionاٌّفشٚك تّا اْ اي 

Given that  𝑔` 𝑥  > 1 then the function is divergent so 𝑝0  & 𝑝1 diverge from the fixed 

point P so the error increases. 

Given 𝒈 𝒙 =  𝟑 𝒙 − 𝟐. 𝟐𝟓 
𝟏

𝟐 

 Find the fixed points 

 𝒑𝟎 = 𝟒. 𝟒  Find 𝒑𝟏, 𝒑𝟐, 𝒑𝟑 , 𝒑𝟒 

 𝒑𝟎 = 𝟒. 𝟔 Find 𝒑𝟏, 𝒑𝟐, 𝒑𝟑 , 𝒑𝟒 

 Is 𝒑𝟏, 𝒑𝟐, 𝒑𝟑 , 𝒑𝟒 converge? 

(1) 

𝑥 − 𝑔 𝑥 = 0 

𝑥 = 𝑔 𝑥  

𝑥 = 3 𝑥 − 2.25 
1
2 

𝑥2 = 9 𝑥 − 2.25  

𝑥2 − 9𝑥 + 20.25 = 0 

𝑥 =
9 ±  81 − 4 ∗ 20.25

2
 

𝑥 = 4.5 ,4.5 

There is only one fixed point 𝑥 = 4.5 

(2) 

𝑝0 = 4.4 
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𝑝𝑛+1 = 𝑔 𝑝𝑛  

𝑝1 = 𝑔 𝑝0 =  𝑔 4.4 =  3 4.4 − 2.25 = 4.398861 

𝑅1 =
4.5 − 4.398861

4.5
= 0.02247 

And so on for the rest  

Putting all values in a table, we get 

N 𝑷𝒌 𝑬𝒌 𝑹𝒌 Note 

0 4.4 0.1 0.02222 This sequence 

diverges from 

the fixed point 

4.5 

1 4.39886 0.10114 0.02247 

2 4.39770 0.1023 0.02273 

3 4.39651 0.10349 0.023 

4 4.39529 0.10471 0.02327 

0 4.6 0.1 0.02222 This sequence 

converges from 

the fixed point 

4.5 

1 4.59891 0.09891 0.02198 

2 4.59785 0.09785 0.02174 

3 4.59681 0.09681 0.02151 

4 4.59579 0.09579 0.02129 

 

Example: 

𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 4𝑥 + 2.3 = 0 

If the iterating functions are: 

(c) 𝑓 𝑥 =
𝑥2+ 2.3

4
   

(d) 𝑓 𝑥 =   4𝑥 − 2.3 

(v) Evaluate the second root contained in the interval [2.5,4] up to 4 

decimal digits 

(vi) If we take 𝑓 𝑥 = 4 −
2.3

𝑥
 on the interval [2.5, 4]. 

 فٝ اي  workable ػٍؾاْ ٔؾٛف ِيٓ فيُٙ  iteration functions 2اٚي ٚاؼذٖ ٕ٘عشب ػٍيٙا اي 

interval  ٜد  

𝑓 𝑥 =
𝑥2 + 2.3

4
 

On set: 

𝑓 2.5 =  2.1375 

𝑓 4 = 4.575 
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Not on set so it’s not workable  

𝑓 𝑥 =   4𝑥 − 2.3 

On set: 

𝑓 2.5 =  2.7748 

𝑓 4 =  3.7013 

Everywhere defined because each point x has a value f(x) in this interval 

And it’s a continues function. 

 

Convergence test: 

𝑓` 𝑥 =
2

 4𝑥 − 2.3
 

𝑓` 2.5 =  0.7207 

𝑓` 4 =  0.5403 

𝑘 = 0.7207 < 1  

So it’s convergent  

Rate of convergence to gain an approximated value up to 4 decimal digits: 

𝑛 >
log  

1.5
0.5 + 4

log  
1

0.7207 
 

𝑛 > 31.474 

𝑛 = 32 iteration 

 ٔؽً اٌرأيٗ تمٝ

𝑓 𝑥 =  4 −
2.3

𝑥
 

On set: 

𝑓 2.5 =  3.08 
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𝑓 4 =  3.425 

It also everywhere defined and continues so it’s workable 

Convergence test: 

𝑓` 𝑥 =
2.3

𝑥2
 

𝑓` 2.5 =  0.368 

𝑓` 4 =  0.1437 

𝑘 = 0.368 < 1 

So it’s convergent 

Rate of convergence to gain an approximated value up to 4 decimal digits: 

𝑛 >
log  

1.5
0.5 + 4

log  
1

0.368 
 

𝑛 > 10.312 

𝑛 = 11 iteration 

 . Root تمٝ ٌؽذ ِا ٔٛفً ًٌ Iterationsٚتظ تؼذ وذٖ ٔؼًّ اٌعذٚي ٚ ٔيٍغ اي 

 وذٖ اٌّغأٌٗ خٍقد

  دٜ ٚ تؼذيٓ ٕ٘اخذ ؼاظٗ ظذيذٖ تمٝ methodفامً ؽٛيٗ ؼاظاخ تغييٗ وذٖ ٕ٘مٌٛٙا فٝ اي 

 ِصلا فا اٌّفشٚك  approximated up to 4 digits ٚ اٌّفشٚك ػايض اٌشلُ  iteratingٌٛ أا تؼًّ **

  iterations ٚ ِٕٙا ٘اظية تالٝ اي  𝑝0اْ أا ٘يثمٝ ػٕذٜ ليّٗ 

 ىية اِرٗ ٘مف ٚ الٛي خلاؿ وذٖ أا ٚفٍد يؼٕٝ ؟ 

 اٌٍٝ أا  digits اٌٍٝ ٚفٍد ٌٙا ؽثٗ اٌٍٝ لثٍيٙا فٝ ػذد اي  iteration٘مف ٌّا الالٝ اْ اي 

 ػايضا٘ا

 0.123597:  وأد وذٖ  iterationيؼٕٝ فشمٕا ِصلا اْ فٝ 

 اسلاَ صٜ تؼل تاٌراٌٝ أا وذٖ ٘مف 4 فا ٕ٘ا ٘لاؼظ اْ اٚي  0.123571: ٚ اٌٍٝ تؼذيٙا وأد وذٖ

  تظ approximated up to 4 digitsخلاؿ لاْ أا ػايضاٖ 
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 ٚ ىٍغ ػٕذٜ ليّٗ اوثش ِٓ اٌٛاؼذ ٚ ليّٗ الً  convergence testذأٝ ؼاظٗ ٌٛ أا تؼًّ اي**

  ؟  fixed point iteration methodً٘ وذٖ يٕفغ اىثك ػٍيٙا اي 

 الاظاتٗ اٖ تظ ٘يثمٝ فٝ ِؾاوً وذٖ 

   interval  ٝ٘ [a, b]ِصلا ٌٛ لٍٕا اْ اي 

𝑓` 𝑎 >  1 , 𝑓` 𝑏 <  1 

  b لشيثٗ ِٓ اي  initial iteration ذٕفغ لاصَ اي  fixed point iterationفٝ اٌؽاٌٗ دٜ ػٍؾاْ اي 

 . دٜ ِؼ ٘رٕفغ افلا method فا اي a ٌىٓ ٌٛ وأد لشيثٗ ِٓ اي1لاْ ٘ٝ اٌٍٝ الً ِٓ اي 

   Methodىية وذٖ ٔىْٛ خٍقٕا اٚي 

 

2- Bisection Method 

 

 ٚ ٕ٘ؼشف تاٌرفقيً ٘ٝ ترؼًّ وذٖ  locating ًٌ rootاٌيشيمٗ دٜ صٜ ِا لٍٕا لثً وذٖ ترؼًّ 

 اصاٜ

 ذأٝ خلاؿ   𝑓 𝑥 يؼٕٝ ِؼ ٕ٘عية    𝐹 𝑥ِٓ دٌٛلرٝ اْ ؽاء الله ٘يثمٝ وً ؽغٍٕا ِغ اي 

  تظ fixed point٘ٝ خافٗ تاي 

  root ظضئيٓ اد تؼل ٚ ذخراس اٌعضء اٌٍٝ فيٗ اي Interval أٙا ترمغُ اي  bisectionاٌفىشٖ فٝ اي 

  ٚ ٘ىزا rootٚ ذمغّٗ ذأٝ ٚ ذخراس اٌعضء اٌٍٝ فيٗ اي 

   Interval  ٝ٘ [a, b] ؽىٍٙا وذٖ ٚ اي  functionيؼٕٝ ِصلا ٌٛ ػٕذٜ 

 

 

  

 : ظضئيٓ ػٓ ىشيك اٌماintervalْٛٔ٘مَٛ أا الغُ اي 

𝐶 =
𝑏 + 𝑎

2
 

 

 

 

a b 
r 
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 :٘لالٝ أٙا تمد وذٖ

 

 

  

  ؟[c, b] ٚلا فٝ  [a, c] ً٘ ٘ٛ ِٛظٛد فٝ  interval ِٛظٛد فٝ أٙٝ  rootتؼذ وذٖ ٘ؾٛف اي 

 root ِصلا فٝ إٌـ ٚ اؽٛف اي𝑐1 فا ٘اخذ٘ا ٚ الغّٙا اذٕيٓ ذأٝ ٚ اظية  [c, b]٘لالٝ أٗ فٝ 

  ِٛظٛد فيٙا  root اي  interval ِٛظٛد فيٓ ٚ ٘ىزا ٌؽذ ِا اظية افغش 

  ِٛظٛد فيٓ ؟  rootىية اصاٜ ٔؼشف اي 

  تظ دٜ اٌفىشٖ اٌؼاِٗ يؼٕٝ workability conditionsٕ٘ؼشف تمٝ فٝ اي 

Workability Conditions: 

1- Continues Function  

2- Sign F(b) != Sign F(a) 

3- [a, b] must contain single root 

 ىية الاٚلأٝ عًٙ ٚ وٍٕا ػاسفيٕٗ ٌىٓ ايٗ اٌرأٝ دٖ ؟

 X axis ِغ اي  function دٖ ػثاسٖ ػٓ ٔميٗ ذماىغ اي  rootتقٛا ىية ٕ٘رفك ػٍٝ ؼاظٗ ِؼ اي 

  ىية ذّاَ 

  يرماىغ لاصَ اويذ ٘يىْٛ ظضء ِٕٛ ِٛظة يؼٕٝ فٛق اي function تراع اي  curveىية ػٍؾاْ اي

X- axis  ظضء ذأٝ ٘يثمٝ عاٌة يؼٕٝ ذؽد اي ٚ X- axis  صٜ اي function  ٜاٌٍٝ سعّٕا٘ا د 

 ِصلا 

 : صٜ وذٖ ِصلا functionىية دٖ ِؼٕاٖ اْ ٌٛ ػٕذٜ 

  دٜ لأٗ ِؼ تيرغيش method٘لالٝ أٗ ِيٕفؼؼ اىثك ػٍيٗ اي 

 function ِٓ عاٌة ٌّٛظة اٚ اٌؼىظ يؼٕٝ اؽاسٖ اي  a , bػٕذ اي 

 ِؼ تررغيش

 ػٍؾاْ  interval فٝ أٙٝ  rootىية وذٖ يثمٝ أا ػشفد اٌيشيمٗ اٌٝ الذس تيٙا اؼذد اي 

 اخراس٘ا 

  ve+ ٚ اٌرأيٗ  ve– ٌٛ ٌميد ٚاؼذٖ ىٍؼد  function ٘ؼٛك تيُٙ فٝ اي  a , bأا ِصلا ػٕذٜ 

   bisectionيثمٝ ذّاَ الذس اعرخذَ اي 

c 

a b 
r 
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 ِصلا  c اذٕيٓ ػٕذ إٌميٗ اٌٍٝ فٝ إٌـ ٚ ٌٕفرشك اْ اعّٙا  Intervalذأٝ خيٖٛ ٘مغُ اي 

  يثمٝ ٍ٘غٝ إٌميٗ اٌٝ وأد ىٍؼد  ve– دٜ ٌٛ ٌميرٙا  c تاي  functionٚتؼذيٓ ٘ؼٛك فٝ اي

-ve  اخذ٘ا ِىأٙا ٌٚٛ ىٍؼد ٚ +ve ٍ٘غٝ إٌميٗ اٌٍٝ وأد ىٍؼد +ve  لثٍيٙا ٚ اخذ٘ا ِىأٙا  

 :ٔؾٛف وذٖ اٌّٛمٛع دٖ فٝ ظذٚي ٘يثمٝ ِٕظُ اورش 

K Ai (-ve) Bi   (+ve) Ci F(Ci) 

0 𝑎0 𝑏0 
𝑐0 =  

𝑏0 +  𝑎0

2
 

+ve 

1 𝑎0 𝑐0 
𝑐1 =

𝑐0 +  𝑎0

2
 -ve 

2 𝑐1 𝑐0 
𝑐2 =

𝑐1 +  𝑐0

2
 -ve 

 

,𝑎0 اٌٍٝ لاي ػٍيٙا اٌٝ ٘ٝ  intervalىية اٌٍٝ ؼقً ٕ٘ا اْ اٚي ؼاظٗ أا ػٛمد تؽذٚد اي  𝑏0 

  B ٚاي  ve– ٘ٝ اي  A ٚ افرشك اْ ليّٗ اي   ve+ ٚلا اي  ve–ٚ ؼذدخ وً ٚاؼذٖ ٘ٝ ػّٛد اي 

 فا وذٖ  ve+ ٌميرٙا  function ٚ ػٛمد تيٙا فٝ اي  𝑐0 ٚ تؼذيٓ ىٍؼد ليّٗ اي  ve+٘ٝ اي 

 ذٕضي  ve– ِىأٙا ٚ اٌميّٗ اٌٍٝ فٝ ػّٛد اي  𝑐0 ٚ اؼو اي  ve+٘ؾيً اٌميّٗ اٌٍٝ فٝ ػّٛد اي 

  اٌعذيذٖ  interval اٌٍٝ تؼذ٘ا ػٍٝ اعاط ؼذٚد اي  iterationصٜ ِا ٘ٝ ٚ اتذأ اؼغة اي 

  تاٌظثو ؟ interval واْ ِٛظٛد فٝ ٔـ اي  rootىية ٌٛ افرشمٕا اْ اي

 ٚ فٝ اٌؽاٌٗ دٜ ٘مف ِؼ ٘ؼًّ  zero ٘يذيٕٝ  function٘لالٝ اْ أا ٌّا اػٛك تيٗ فٝ اي 

iterating ًٌ ذأٝ لاْ أا خلاؿ ٚفٍد root  

 ِصلا يثمٝ ٘مف ٌّا  decimal digits 4 ِمشتٗ ي  rootٚٔفظ اٌىلاَ ٕ٘ا ٌٛ ػايض اٌميّٗ تراػد اي 

 fixed point ٔفظ اٌٍٝ لٍٕاٖ فٝ اي  digits 4 ٚسا تؼل ِرؾاتٙيٓ فٝ  iterations 2الالٝ اْ فٝ 

  تاٌظثو

  ٚاؼذ تظ root لاصَ يىْٛ فيٙا  interval اْ اي  workability conditionsاخش ؼاظٗ لاٌٙا فٝ اي 

 ؟  rootىية ٚ ٘ٛا ِّىٓ يىْٛ فيٙا اورش ِٓ 

 :اٖ ِّىٓ ؼاظٗ صٜ وذٖ ِصلا

  دٜ interval فٝ اي  roots 3٘لالٝ اْ أا ػٕذٜ 

 ٚ فٝ اٌؽاٌٗ دٜ ِمذسػ اعرخذَ 

 bisection methodاي 
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 اٚ ِّىٓ ذمٌٛٗ تظ  Interval ٚاؼذ فٝ اي  rootِؤلرا ٕ٘فرشك اْ اٌذورٛس ٘رمٌٕٛا اْ ِفيؼ غيش 

 تيشيمٗ غيش ِثاؽشٖ ؽٛيٗ يؼٕٝ 

Convergence Test 

This method is convergent by default  

Rate of Convergence 

 وٍٕا فاوشيٓ ىثؼا اٌمأْٛ اٌٝ تيمٛي

𝜖𝑛 < 0.5 ∗ 10−𝑑  

 ىية ػظيُ ظذا

  دٖ ػثاسٖ ػٓ ايٗ؟ n فٝ اٌخيٖٛ  errorىية ٘ٛا اي 

 ٚ إٌميٗ اي  C اٌٍٝ أا ٚفٍرٍٙا اٌٍٝ ٘ٝ  approximatedػثاسٖ ػٓ اٌّغافٗ تيٓ إٌميٗ اي 

exact  ٝ٘ ٌٍٝاٌٍٝ أا ػايضٖ اٚفٍٙا ا r   

 يثمٝ الذس الٛي اْ

𝜖𝑛 = |𝑟 − 𝑐𝑛 | 

  c ٚاي  r ٌعضئيٓ اد تؼل يثمٝ اويذ اٌّغافٗ تيٓ اي  intervalىية تّا اْ أا وً ِشٖ تمغُ اي 

  وٍٙا  Intervalالً ِٓ ٔـ اي 

 𝑟 − 𝑐𝑛  ≤
1

2
 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛  

𝑏𝑛ىية اٌّغافٗ اٌٍٝ ٘ٝ  − 𝑎𝑛   اٌٍٝ لثٍيٙا؟ interval دٜ ايٗ ػلالرٙا تاي  

 ٔقيٓ ٚ ٔخراس ٔـ ُِٕٙ ٔىًّ فيٗ يثمٝ اويذ اٜ  Intervalِؼ اؼٕا لٍٕا اْ وً ِشٖ تٕمغُ اي

interval  ِؼايا دٌٛلرٝ ٘ٝ ٔـ اي Interval اٌٍٝ لثٍيٙا  

 𝑟 − 𝑐𝑛  ≤
1

2
 

1

2
𝑏𝑛−1 − 𝑎𝑛−1  

𝑏0ٚ٘ىزا ٌؽذ ِا اٚفً ي − 𝑎0  ٘لالٝ اْ اي R.H.S ٖتمٝ ؽىٍٗ وذ  

 𝑟 − 𝑐𝑛  ≤
1

2
 

1

2𝑛
  𝑏 − 𝑎   

𝜖𝑛 ≤
1

2𝑛+1
  𝑏 − 𝑎  

 𝑏 − 𝑎 

2𝑛+1
<  0.5 ∗ 10−𝑑  
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2𝑛+1

 𝑏 − 𝑎 
>

1

0.5 ∗ 10−𝑑
 

2𝑛+1 >
 𝑏 − 𝑎 

0.5 ∗ 10−𝑑
 

 𝑛 + 1 log 2 > log 𝑏 − 𝑎 − log 0.5 ∗ 10−𝑑  

𝒏 >  
𝐥𝐨𝐠 𝒃 − 𝒂 − 𝐥𝐨𝐠 𝟎. 𝟓 ∗ 𝟏𝟎−𝒅 

𝐥𝐨𝐠𝟐
 − 𝟏 

 ٚدج لأْٛ ِٓ إٌٛع اٌٍٝ تيرؽفظ 

 ِصاي تمٝ

Ex: 

𝑭 𝒙 =  𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

Given the interval [0, 2] which has a single real root, determine the number of iteration 

to obtain the root approximated up to 8 decimal digits? 

 

Workability conditions: 

𝐹 0 =  −1 , 𝐹 2 =  +𝑣𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 

 يثمٝ  continues دٜ ٚ ىثيؼٝ أٙا  interval ٚاؼذ فٝ اي root ٚىثؼا ٘ٛا لاٌٝ اْ ِفيؼ غيش 

 workableوذٖ ٘ٝ 

  iterations تمٝ ػٍؾاْ ٔؼشف ػذد اي  nٔؼٛك فٝ اٌمأْٛ تراع اي 

𝑛 >  
log 2 − 0 − log 0.5 ∗ 10−8 

log 2
 − 1 

𝑛 > 27.575 

𝑛 = 28 iteration 

 

 Iteration وٕد لاصَ تمٝ اػًّ اٌعذٚي اٌٍٝ اذفمٕا ػٍيٗ ٚ اػًّ واَ  rootٌٛ واْ لاٌٝ ٘اذٝ اي 

 digits  8وذٖ ٌؽذ ِا اٚفً اْ ؽاء الله ٌشلّيٓ ٚسا تؼل ِرؾاتٙيٓ فٝ 

 تظ وذٖ
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3- False Position Method 

 تراػد اي  convergence test ٚاي  workability conditions دٜ ٌيٙا ٔفظ اي  methodاي

bisection  تاٌظثو   

  ِؼ اورش nاٌّخرٍف تظ ٘ٛا اٌفىشٖ تراػرٙا ٚاي

 تشمٖٛ تظ ترمغّٙا تيشيمٗ  interval ٚ ترمغُ اي  Locating  ًٌ root٘ٝ تشمٖٛ ترؼًّ 

 bisectionاعشع غاٌثا ِٓ اي 

  دٜ method فٝ اي Interval دٜ ٚ ٕ٘ؾٛف اصاٜ تٕمغُ اي  functionتقٛا وذٖ ِصلا ػٍٝ اي 

 ػىظ  a ػٕذ  function ٚ ىثؼا لاصَ اؽاسٖ اي  Interval  ِٓ a to bأا ػٕذٜ ِصلا ٕ٘ا اي 

  أٗ ٘ٛفً  Interval اٌٝ أا ٘ؼٍّٗ تمٝ ػٍؾاْ الغُ اي  bاؽاسذٙا ػٕذ 

  F(b) تاي  F(a)اي 

 

 

 

 

 C ٘ٝ اي  X axisوذٖ ٔميٗ ذماىغ اٌخو دٖ ِغ اي 

  اٌٍٝ تؼذ٘ا ٘اخذ iterationػٍؾاْ اظية اي 

  function ٌؽذ اي  Cخو ِٓ اٚي اي 

   function فٝ اي Cاٚ تّؼٕٝ اخش ٘ؼٛك تاي 

  ٚادخٍٙا ِىاْ اٌٍٝ واْ ٚاخذ ve+ ٚلا  ve–ٚ اؽٛفٙا 

  تاٌظثو bisectionيؼٕٝ ٔفظ اٌٍٝ وٕا تٕؼٍّٗ فٝ اي ,  اٌٍٝ لثٍيٙا iterationاؽاسذٙا فٝ اي 

  ؟ Cىية ايٗ ٘ٛ اٌمأْٛ اٌٍٝ اػٛك فيٗ اظية اي 

 تراػد إٌميٗ  coordinates وٕا تٕمٛي أٗ ٕ٘مغُ تإٌـ يؼٕٝ ٘عية اي  bisectionفٝ اي

  ٚ خلاؿ intervalاٌٍٝ فٝ ٔـ اي

 ٌىٓ ٕ٘ا أا تمغُ تاٌّيً يؼٕٝ اٚي ِشٖ ٘يثمٝ وذٖ

𝐶 =
𝐹 𝑏 −  𝐹 𝑎 

𝑏 − 𝑎
  

a b C 
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 اٌؾىً ٘يثمٝ ػاًِ [a, c] اٌٍٝ تؼذيٙا اٌٍٝ ٘ٝ اٌّفشٚك  Interval ٌّا ٘اخذ اي   ٚ تؼذيٓ

 وذٖ

 

 

 

 

𝐶1 =
𝐹 𝑏 −  0

𝐶 − 𝑏
 

   X axis ػٍؾاْ دٜ ٔميٗ ذمياع ِغ اي  zeroىثؼا 

 ٚ٘ىزا تمٝ

 : ٘ٛ iterationىية اٌمأْٛ اٌؼاَ اٌٍٝ اػٛك فيٗ ػٕذ اٜ 

𝑪𝒏 = 𝒃𝒏 −  
𝑭 𝒃𝒏  𝒃𝒏 − 𝒂𝒏 

𝑭 𝒃𝒏 − 𝑭 𝒂𝒏 
  

 يؼٕٝ لاصَ اظشب  N دٜ ٍِٙاػ لأْٛ ًٌ  method فا اي rate of convergenceتإٌغثٗ ًٌ

  تٕفغٝ  iterationsأا اي 

 

اٚلا واْ فٝ ؼاظٗ ػايضٖ اٚمؽٙا ِىٕرؼ فاّ٘ا٘ا اٜٚ فٝ اٌّؽامشٖ اٌٍٝ ٘ٝ اصاٜ ىٍؼٕا اٌمأْٛ تراع اي 

𝐶𝑛    False Positionفٝ اي    

   interval تٕٛفً تيٓ ٔميريٓ اٌٝ ّ٘ا ؼذٚد اي  false positionدٌٛلرٝ اؼٕا وٕا لٍٕا اْ فٝ اي 

 ىية دٌٛلرٝ أا ػايضٖ اىٍغ اٌّيً تراع اٌخو دٖ 

 ٚاٌّيً تٕمذس ٔعيثٗ ٌٛ اؼٕا ػاسفيٓ ٔميريٓ ػٍٝ اٌخو دٖ

 : ٔمو اٌٍٝ ّ٘ا3دٌٛلرٝ أا ػاسفٗ 

 𝑎 , 𝐹 𝑎  ,  𝑏, 𝐹 𝑏  ,  𝑐, 0  

 b , c ٚ اٌرأيٗ ب  a , bىية أا ٘عيثٗ ِشذيٓ ِشٖ تاي 

𝑚 =
𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 

𝑏 − 𝑎
 

a C1 C 

C b a 
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𝑚 =
0 − 𝐹 𝑏 

𝑐 − 𝑏
 

 : ٌٛؼذ٘ا C٘غاٜٚ اٌّؼادٌريٓ دٚي تثؼل ٚ اؼٍُٙ ػٍؾاْ اىٍغ اي 

𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 

𝑏 − 𝑎
=  

−𝐹 𝑏 

𝑐 − 𝑏
 

 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎   𝑐 − 𝑏 = −𝐹 𝑏 (𝑏 − 𝑎) 

𝑐 − 𝑏 =
−𝐹 𝑏  𝑏 − 𝑎 

𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎 
 

𝐶𝑛 = 𝑏𝑛 −  
𝐹 𝑏𝑛  𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 

𝐹 𝑏𝑛 − 𝐹 𝑎𝑛 
  

 تظ وذٖ ٕ٘ؽً ِغائً تمٝ

Ex: 

Using bisection method find number of iterations for some F(x) on the interval  

[2, 7] to find the root with accuracy = 𝟓 ∗ 𝟏𝟎−𝟗 

5 ∗ 10−9 ≤ 0.5 ∗ 10−𝑑  

0.5 ∗ 10−8 ≤ 𝑜. 5 ∗ 10−𝑑   

𝑑 = 8 

𝑛 >
log 7 − 2 − log 0.5 ∗ 10−8 

log 2
− 1 

𝑛 > 28.8 

𝑛 = 29 

Ex: 

Could we apply the bisection method to the function 𝑭 𝒙 =
𝟏

𝒙−𝟐
 on the intervals  

[3, 4] and [1, 7]? 

We should check the workability conditions 

Sing F(a) != Sign F(b) 

F(3) = 1 
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F(4) = 
1

2
 

So it‟s not workable in this interval 

F(1) = -1 

F(7) = 
1

5
 

So it‟s not workable in this interval because it‟s not continues at x = 2 

Ex: 

Find the root of the following function with the minimum number of iterations: 

𝑭 𝒙 =  𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝟑 

On the interval [6, 6.8] with d = 2? 

 

*Fixed point Iterations: 

Finding f(x): 

𝑓1 𝑥 =
𝑥2 + 23

10
 

𝑓2 𝑥 =   10𝑥 − 23 

Checking workability conditions on both functions: 

𝑓1 6 =  5.9 

Not on set so it‟s not workable 

𝑓2 6 =  6.09 

𝑓2 6.8 =  6.7 

On set, everywhere defined, continues then it‟s workable 

Convergence test 

𝑓` 𝑥 =
5

 10𝑥 − 23
 

𝑓` 6 =  0.822 
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𝑓` 6.8 =  0.745 

𝑘 = 0.822 < 1 

So it‟s convergent  

𝑛 >
log

0.8
0.5 + 2

log
1

0.822

 

𝑛 > 25.8 

𝑛 = 26 iteration 

*Bisection: 

Workability conditions 

𝐹 6 =  −1 

𝐹 6.8 =  1.24 

And it‟s continues function, so it‟s workable 

𝑛 >
log 0.8 − log 0.5 ∗ 10−2 

log 2
− 1 

𝑛 > 6.32 

𝑛 = 7 

*False Position 

We don‟t have a rule to compute the number of iterations in this method, but 

we know that it‟s faster than bisection method, so we are going to solve the 

function using false position method because it‟s the fastest between them 

N 𝒂𝒏 𝒃𝒏 𝒄𝒏 F( c ) 

0 6 6.8 6.34 -0.16 

1 6.34 6.8 6.41 -0.02 

2 6.41 6.8 6.41 -2.76∗ 10−2 

 

Notice that the number of iterations we needed in bisection was 7, while in the 

false position we needed only 3 iterations. 
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Ex: 

𝝅 𝒅𝟑 − 𝟑𝒅𝟐𝒓 + 𝟒𝒓𝟑𝝆 

𝟑
= 𝟎 

𝒓 = 𝟏𝟎, 𝝆 = 𝟎. 𝟔𝟑𝟖 

𝒅 = 𝟐 , [𝟏, 𝟏𝟓] 

Solve using bisection and false position. 

 

(1)Bisection  

𝐹 𝑑 = 𝑑3 − 30𝑑2 + 2552 

Workability Conditions: 

F(x) is continues 

𝐹 1 =  2523 

𝐹 15 = −823 

Sign of F(a) != Sign of F(b) 

F(x) has a unique root in [1, 15] 

 

Convergence Rate: 

𝑛 >  
log 15 − 1 − log 0.5 ∗ 10−2 

log 2
 − 1 

𝑛 > 10.45 

𝑛 = 11 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

𝐶𝑛 =
𝑏𝑛 + 𝑎𝑛

2
 

 

 

 

 



76  

 

N 𝒂𝒏  +ve 𝒃𝒏  -ve  𝑪𝒏 𝑭 𝑪𝒏  

0 1 15 8 1144 

1 8 15 11.5 105.38 

2 11.5 15 13.25 -388.67 

3 11.5 13.25 12.38 -147.1 

4 11.5 12.38 11.94 -21.98 

5 11.5 11.94 11.72 41.45 

6 11.72 11.94 11.83 9.13 

7 11.83 11.94 11.89 -8.25 

8 11.83 11.89 11.86 0.43 

9 11.86 11.89 11.88 -5.36 

10 11.86 11.88 11.87 -2.46 

11 11.86 11.87 11.87 -2.46 

 

Root in the interval [11.86, 11.87] 

(2)False Position 

𝐶𝑛 = 𝑏𝑛 −  
 𝐹 𝑏𝑛  𝑏𝑛 − 𝑎𝑛  

𝐹 𝑏𝑛 − 𝐹 𝑎𝑛 
  

N 𝒂𝒏 𝑭 𝒂𝒏  𝒃𝒏 𝑭 𝒃𝒏  𝑪𝒏 𝑭 𝑪𝒏  

0 1 2523 15 -823 11.57 84.87 

1 11.57 85.87 15 -823 11.89 -8.25 

2 11.59 79.02 11.89 -8.25 11.86 0.43 

3 11.86 0.43 11.89 -8.25 11.86  

 

Root in the interval [11.86, 11.89]. 

 

Introduction to Newton Method 

 دٜ تاٌظثو تظ ٕ٘رؼشف ػٍٝ ؽٛيٗ ؼاظاخ لاصَ  methodىية اٌّؽامشٖ دٜ ِؼ ٕ٘ؾشغ اي

  دٜ methodٔثمٝ ػاسفيٕٙا لثً ِا ٔثذأ فٝ اي 

Single and Multiple Root: 

 : وذٖ ِصلاfunctionٌٛ أا ػٕذٜ 

𝑥 − 2 = 0 

 2 ٘ٛا   function تراع اي root٘لالٝ اْ اي 
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 : ؽىٍٙا وذٖ ِصلا functionىية ٌٚٛ اي 

 𝑥 − 2 2 = 0 

  تظ ٘يثمٝ ِرىشس ِشذي2ٓ تشمٗ ٘يثمٝ  rootاي 

 𝑥 − 2  𝑥 − 2 =  0 

𝑥 = 2 , 𝑥 = 2 

  دٖ ِشذيٓ  rootِؼٕٝ وذٖ اْ أا ػذيد ػٍٝ اي 

 ِصلا وذٖ

 𝑥 − 1 2 𝑥 − 3 =  0 

𝑥 = 1 , 1 , 3 

 اٖ تظ ِرىشس ِشذيٓ root ٚاؼذ ٘ٛا ٔفظ اي  root تظ دٖ ِؼ ِؼٕاٖ أٗ 1 ٘ٛا اي 1اٜ ٔؼُ اي 

  ػذيد ػٍيٗ ِشذيٓ graphػيٕٝ أا ػٍٝ اي 

  multiple root تراػٙا root ِرىشس ِشذيٓ اٚ اورش وذٖ تغّٝ اي  root اٌٍٝ يىْٛ ٌيٙا  functionاي

 تيرىشس ِشٖ ٚاؼذٖ تظ  rootٚ ٌٛ صٜ اٚي ِصاي ٍِٙاػ غيش ٚاؼذ تظ اٚ ٌيٙا اورش ِٓ ٚاؼذ تظ وً 

  single or simple rootدٖ وذٖ تغّيٗ 

  واَ اٚ تيرىشس واَ ِشٖ يؼٕٝ order دٖ ِٓ  rootىية اصاٜ اػشف ارا واْ اي

 ٚاي  function فٝ اي  root ٚ اػٛك تاي derivation ًٌ functionتغييٗ خاٌـ أا ٘ؼًّ 

derivatives  تراػرٙا اٚي derivative  ٘ييٍغ ليّٗ غيش اي zero  يثمٝ وذٖ اي root  دٖ ِٓ اي 

Order  تراػد دسظٗ اي derivation ٜد  

 :ِصلا 

𝑥2 − 4𝑥 + 4 = 0 

𝐹` 𝑥 =  2𝑥 − 4 

𝐹`` 𝑥 =  2 

  ٔؼٛك تمٝ 2 ٘ٛا  rootاي

𝐹 2 =  4 − 8 + 4 = 0 

𝐹` 2 =  4 − 4 = 0 

𝐹`` 2 =  2 
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  دٖ تيرىشس ِشذيٓ root ٘ٛا اٌرأٝ يثمٝ اي  zero ىٍغ ليّٗ غيش اي  derivationوذٖ اٚي 

 :ىية ِصلا

𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 4𝑥 + 4  𝑥 − 2  

𝐹 𝑥 =  𝑥3 − 2𝑥2 − 4𝑥2 + 8𝑥 + 4𝑥 − 8 

𝐹 𝑥 =  𝑥3 − 6𝑥2 + 12𝑥 − 8 

𝐹` 𝑥 =  3𝑥2 − 12𝑥 + 12 

𝐹`` 𝑥 =  6𝑥 − 12 

𝐹``` 𝑥 =  6 

  ٚ ٕ٘ؼٛك2 ٘ٛا  rootٚاي

𝐹 2 =  8 − 24 + 24 − 8 = 0 

𝐹` 2 =  12 − 24 + 12 = 0 

𝐹`` 2 =  12 − 12 = 0 

𝐹``` 2 =  6 

  ِشاخ3 دٖ تيرىشس  rootيثمٝ وذٖ اي 

  اؼٕا ػايضيٓ ٔعيثٗ rootىية فٝ اٌّغائً اٌٍٝ ػٕذٔا اؼٕا افلا ِٕؼشفؼ اي 

  ؟ simple or multipleىية ٕ٘ؼشف اصاٜ اصاٜ واْ 

≠ 𝐹` 𝑥تغييٗ ظذا ٌٛ اي   simple  يثمٝ ٘ٝ وذٖ  0

𝐹` 𝑥 ≠ 0 ∀ 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  Single Root 

Convex and Concave Set: 

𝑖𝑓 𝐹`` 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈  𝑎 , 𝑏  Then the Function is Convex 

𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑖𝑓 𝐹`` 𝑥 <  0 Then the Function is Concave 

 interval اٌٍٝ فٝ اي  Points ػٍٝ اي  appliedٕ٘ؼشف تؼذ وذٖ اصاٜ ٔصثد أٙا 

Quadratic Convergence: 

𝜖𝑘 ≤ 𝐿 𝜖𝑘−1
2  
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 اٌٍٝ لثٍٗ عاػرٙا تمٛي  error فٝ وً ِشٖ تيىْٛ الً ِٓ اٌرشتيغ تراع اي  errorيؼٕٝ ٌٛ واْ اي 

   quadraticػٍيٗ 

  تيرؽذد ػٍٝ اعاط اٌّغأٌٗ يؼٕٝ  constant دٜ  𝐿اي 

  error يثمٝ اي  0.5=  دٌٛلرٝ  error لاْ ٌٛ لٍٕا ِصلا اْ اي convergenceٚدج اعشع أٛاع اي

 دج أٗ تيمً تغشػٗ لأٗ  convergence ٚ ِيضٖ اي  2 0.5 اٌٍٝ تؼذيٗ ٘ٛا اويذ الً ِٓ 

quadratic   ٕ٘رىٍُ ػٕٗ اورش ٌّا ٔاخذ اي ٚ Newton  اْ ؽاء الله  

Linear Convergence: 

  اٌٍٝ ؽٛفٕاٖ ٌؽذ دٌٛلرٝ  وconvergenceٍٗٚ دٖ ٘ٛا ٔٛع اي 

𝜖𝑘 ≤ 𝑚 𝜖𝑘−1 

  ِؼيٓ تظ  factor تيىْٛ الً ِٓ اٌٍٝ لثٍٗ ب errorاْ وً 

 

4- Newton Method 

 ؽٛيح ِؼٍِٛاخ وذٖ لثً ِا ٔثذأ

 ٚ واْ فٝ  simple and multiple rootوٕا لٍٕا فٝ اٌّؽامشٖ اٌٍٝ فاذد اْ فٝ ؼاظٗ اعّٙا 

 simple & single ٕ٘ٛمػ تظ اٌفشق تيٓ اي  single rootؼاظٗ ذأيٗ اعّٙا اي 

  : simple يثمٝ  rootِؼٕٝ اْ اي 

𝐹` 𝑟𝑜𝑜𝑡 ≠ 0 

 1=  تراػٛ  orderيؼٕٝ اي 

 interval ٚاؼذ تظ فٝ اي  root يؼٕٝ ِفيؼ غيش single rootٌىٓ 

Any single root is a simple root but not vice versa. 

  دٜ  Newton methodٔؾٛف تمٝ اي 

Workability Conditions 

  continuous يىٛٔٛا  𝐹 𝑥 & 𝐹` 𝑥  & 𝐹``(𝑥)اٌؾشه ٕ٘ا تغيو ظذا ِيٍٛب تظ اْ 

𝐹 𝑥 ∈ 𝐶 𝑎 ,𝑏 
 2 

 

 اٌغيش اٌٝ ػذا دٖ ٘ٛا ٔفظ اٌىلاَ اٌٍٝ لٍٕاٖ فٝ اٌغيش اٌٍٝ لثٍٗ ِفيؼ اخرلاف يؼٕٝ 

  دٜ ترؾرغً اصاٜ يؼٕٝ methodىية دٌٛلرٝ ايٗ ٘ٝ فىشٖ اي 
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 : صٜ اٌٍٝ فٝ اٌشعّٗ دٜ ِصلا functionٌٛ أا ػٕذٜ 

   initial iteration pointاٚي ؼاظٗ ٘ؼٍّٙا ٘خراس 

 ٘فرشك ِصلا اٌٍٝ ٘ٝ ٌٛٔٙا اعٛد دٜ 

  اٌٍٝ ٘ثذأ ِٓ ػٕذ٘ا𝑝0٘ٝ اي 

  اٌٍٝ تؼذيٙا تمٝ iterationػٍؾاْ اظية اي 

 ٌؽذ ِا يرماىغ ِغ اي  slope ٚ تؼذيٓ اظية اي  function٘ؼًّ خو ِٓ اٚي إٌميٗ دٜ ٌؽذ اي 

X axis  ٝ٘ ٌٍٝوذٖ اوْٛ ٌٚقد ٌرأٝ ٔميٗ ا ٚ 𝑝1   

 

  ٚ ػايضٖ اظية𝑝1ٚ ٘ىزا تمٝ ٌٛ أا ػٕذ 

  ٌؽذ 𝑝1 ٘اٚفً خو ِٓ ػٕذ اي 𝑝2اي

  ٚ اٚفٍٗ ٌؽذ slope ٚ اظية اي  functionاي 

next iteration 𝑝2 ٚاؽٛف إٌميٗ اٌٍٝ تيرماىؼٛا فيٙا ذثمٝ ٘ٝ دٜ اي  X axis اي  اٌٍٝ أا  

 وٕد ػايضٖ اظيثٙا

 ىية اصاٜ ٔىرة اٌىلاَ دٖ فٝ ؽىً لأْٛ

  ػٕذ إٌميٗ دٜ first derivative تراع اٜ ٔميٗ ٘ٛا ػثاسٖ ػٓ اي slopeاي

𝐹` 𝑥 =
𝐹 𝑝0 − 0

𝑝0 − 𝑝1
 

 : ٌٛؼذ٘ا فٝ ىشف ٘يثم𝑝1ٝ٘عية اي 

𝑝1 = 𝑝0 −
𝐹 𝑝0 

𝐹`(𝑝0)
 

  ٘يثمٝ iteration ػٍؾاْ اظية ِٕٗ اٜ  generalٌّا اؼو اٌمأْٛ دٖ تمٝ فٝ ؽىً 

𝒑𝒏 = 𝒑𝒏−𝟏 −
𝑭 𝒑𝒏−𝟏 

𝑭` 𝒑𝒏−𝟏 
 

 Iteration Function  ٚ دٜ ٘غّيٙا اي 

𝑝0 ِٓ اي  𝑝1اِرٗ ِمذسػ اظية اي: ىية عؤاي  ؟ 

𝑝0اٌؽً عاػرٙا ٔغيش اي  , 0=  ػٕذ٘ا  slopeٌٛ واْ اي    ٔثذأ ِٓ ِىاْ ذأٝ يؼٕٝ  
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Convergence Test 

 تظ ِّىٓ يؽقً اْ ؽشه ِٓ  convergenceفٝ ػٕذٔا ؽشىيٓ اعاعيٓ ػٍؾاْ يؽقً 

 اٌٍٝ أا فيٙا ٘ؽذد ٔٛع اي  caseالاذٕيٓ دٚي يىْٛ ِؼ ِرؽمك ٚ ػٍٝ ؼغة اي 

convergence   

 وذٖ ٌٛؼذ٘ا ٚ ٔؾٛف ِؼٕا٘ا ايٗ caseٕ٘ؾشغ تمٝ وً 

Case 1: 

1) 𝑭` 𝒙 ≠ 𝟎 ∀ 𝒙 ∈  𝒂, 𝒃   Simple root 

2) Initial approximation is sufficiently close to the root 

 ىية اٚي ؼاظٗ ٔفُٙ ايٗ اٌؾشىيٓ دٚي

 simple rootاٚي ؽشه صٜ ِا اؼٕا ػاسفيٓ ِؼٕٝ اي 

  root اٌٍٝ ٘ثذأ ِٓ ػٕذ٘ا ذىْٛ ِؾاتٗ ًٌ initial iterationىية اٌرأٝ تمٝ تيمٛي أٗ لاصَ اي 

   close to the root ػٍٝ الالً ػٍؾاْ الذس الٛي ػٕٙا أٙا  digit 1فٝ 

  ٚ اٌىلاَ دٖ ؟ close ٚلا ِؼ closeىية ٚأا ٘ؼشف ِٕيٓ تمٝ ٘ٝ 

 :ّ٘ا تمٝ ػٍّٛا ؼغثٗ وذٖ ٚفٍٛا ِٕٙا اْ

𝑖𝑓 𝛾 < 1  then it's close 

𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑖𝑓 𝛾 > 1 then it's not close 

  دٜ ؟ Gammaىية ِفيؼ ِأغ تظ اظية ِٕيٓ اي 

 :اٌمأْٛ اٌٍٝ ٕ٘ؽغثٙا ِٕٗ ٘ٛا

𝛾 =
𝑀

2𝑚
∗ 𝛿 

  دٚي تشمٖٛ؟M , m , 𝛿ىية ِيٓ 

 تغييٗ ظذا

 ٚ اخذ اي  Interval ٚ اػٛك فيٙا تؽذٚد اي  𝐹`` 𝑥 دٜ ػثاسٖ ػٓ اْ أا ٘عية اي  Mاي 

absolute value  اٌٍٝ ييٍغ اوثش يثمٝ ٘ٛا اي ٚ M  

𝑀𝑎𝑥 ( 𝐹`` 𝑎 , 𝐹`` 𝑏  ) 

  تظ اٌّشٖ دٜ ٘خراس الافغش Interval ٚاػٛك فيٙا تشمٖٛ تؽذٚد اي  𝐹` 𝑥 تمٝ ٘عية اي  m اي

𝑀𝑖𝑛 ( 𝐹` 𝑎 ,𝐹` 𝑏  ) 
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  تمٝ ٘ؽغثٙا تاٌمأْٛ دٖ 𝛿تإٌغثٗ ًٌ

𝛿 =
𝑏 − 𝑎

2
 

 initial iteration تمٝ ٌٛ ىٍؼد الً ِٓ اٌٛاؼذ يثمٝ ذّاَ وذٖ اي Gammaتظ وذٖ اؼغة اي 

close to the root  

  close to the rootٌٛ اٌؼىظ يثمٝ ِؼ 

 اٌٍٝ اذىٍّٕا ػٕٗ اٌّؽامشٖ  Quadratic Convergenceىية فٝ اٌؽاٌٗ دٜ تمٝ ٘يؽقً 

 اٌٍٝ فاذد 

   Newtonٚدٜ ذؼرثش اؼغٓ ؼاٌٗ ِٓ 

 : اٌٝ ٘ٛا iterationsدٜ ٘ٝ اٌٛؼيذٖ اٌٍٝ ٌيٙا لأْٛ ٌؽغاب ػذد اي  Caseاي 

𝑁 ≥
1

log 2
 log  

log 𝑈−1 + log
2𝑚
𝑀

log 𝛾−1
   

𝑈 = 0.5 ∗ 10−𝑑  

 تغييٗ يؼٕٝ 

 اٌٍٝ ِّىٓ ذؽقً ٌٛ فٝ ؽشه ِٓ اٌؾشىيٓ اٌٍٝ لٍٕا ػٍيُٙ  casesىية ٔؾٛف تمٝ تالٝ اي

 ِرؽممؼ

Case 2: 

1) Multiple Root (Condition # 1 Failed)  

2) 𝜸 < 1 

  linear تظ ٘يثمٝ  convergenceٕ٘ا اٌؾشه الاٚلأٝ ِرؽممؼ فا وذٖ ٘يؽقً 

Case 3: 

1) Simple Root 

2) 𝜸 > 1 

 ٕ٘ا تمٝ اٌؾشه اٌرأٝ ٘ٛا اٌٍٝ ِرؽممؼ

   convergenceفٝ اٌؽاٌٗ دٜ لاصَ اصٚد ؽشه ذاٌد لاصَ يىْٛ ِرؽمك ػٍؾاْ الٛي اْ فٝ 

   convex or concave ذىْٛ  𝐹 𝑥ٚاٌؾشه دٖ اْ اي

   Linear-Quadratic ٔٛػٗ  convergence ؽشٚه دٚي اذؽممٛا يثمٝ فٝ 3ٌٛ ؼقً اْ اي 
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  دٜ؟ Linear-Quadraticىية يؼٕٝ ايٗ 

 ٌؽذ ِا يٛفً ٌشلُ  linear convergence ب  iterationsِؼٕا٘ا أٗ تيّؾٝ ػذد ِؼيٓ ِٓ اي 

  Quadratic ٚ ِٓ تؼذيٙا تمٝ ٘يّؾٝ ػٍٝ أٗ  digit 1 ٚ ِؾاتٗ ٌيٗ فٝ  rootلشية ِٓ اي 

Case 4: 

 

1) Multiple Root 

2) 𝜸 > 1 

3) F(x) is Convex of Concave 

 ٌٛ ؼقً تمٝ اْ اٌؾشىيٓ ِرؽممٛػ ؟

 Linear تظ ٘يثمٝ  convergence٘يؽقً تشمٖٛ 

 

Important Notes: 

 

 ٘ٝ أٙا  convergent ذثمٝ  Function ػٍؾاْ اٜ  Newton Methodاٚلا اٌؾشه اٌؼاَ فٝ  -

   convex or concaveذىْٛ 

 لاصَ اذأوذ الاٚي ِٓ اي  convergentٌٛ ؼقً اْ اٌؾشه دٖ ِرؽممؼ دٖ ِؼ ِؼٕاٖ أٙا ِؼ  -

Gamma  يثمٝ ٘ٝ وذٖ 1 ٌٛ ىٍؼد الً ِٓ اي Convergent   

 ٚ اْ convex or concave ذىْٛ ِؼ  Function ٘ٝ اْ اي  divergeاٌؽاٌٗ اٌٍٝ ٘رؼًّ فيٙا  -

  ذىْٛ اوثش ِٓ اٌٛاؼذ Gammaاي 

 ٚ فٝ  convex or concave ِؼٕٝ وذٖ أٙا  convergent ترؼًّ functionٌّا ذىْٛ اي  -

 ِّىٓ ذيٍغ تشٖ اي  iterations يؼٕٝ اي  global convergenceاٌؽاٌٗ دٜ يىْٛ اعّٗ 

Interval ذذخً ذأٝ ػادٜ يؼٕٝ تظ تمٝ ٌّا اؼذد اي ٚ Gamma  ًعاػرٙا ٘ؼشف ٘ٝ ٘رفن 

global  ٝٚلا ٘رثم local  ىثؼا ٌٛ اي ٚ Gamma  ِٓ ً٘رثمٝ 1 ال local   

-  
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Illustration for the Linear-Quadratic Convergence: 

 ٕ٘ؾٛف ِصاي تغيو وذٖ ٕ٘ٛمػ تيٗ ؼاظٗ يؼٕٝ 

  root ٚ اٌّفشٚك تمٝ اظية اي  case 3 ِؼيٕٗ ٚ وأد ترؽمك  functionفٍٕفرشك اْ أا ػٕذٜ 

 :تراػرٙا ٚ ظيد اػًّ اٌعذٚي ىٍغ تاٌؾىً دٖ

K X # Correct Digits 

0 10 0 

1 9.0000908 0 

2 8.000378 0 

3 7.0010083 0 

4 6.0028302 0 

5 5.0077737 0 

6 4.0211542 0 

7 3.05701 0 

8 2.1510662 0 

9 1.3837863 0 

10 0.8850416 0 

11 0.7104953 0 

12 0.693956 1 

13 0.6931471 3 

14 0.6931472 7 

 

 ِرؾاتٗ ِغ اي  digit تظ اٚي ِا ىٍغ اٚ  linearاٌعضء اٌٝ تالاعٛد دٖ ىثؼا ٚامػ أٗ واْ ِاؽٝ 

exact root  ٝتذأ يّؾ quadratic  ٝ3 ٚ خٍـ ف iterations ٛ٘ا  

  فٝ ؼاظاخ اؼغٓ ِٓ ؼاظاخ linear convergenceىية فٝ اي 

 :يؼٕٝ ٌٛ ظيد لٍد ِصلا ِيٓ اؼغٓ

𝜖𝑘 ≤
1

2
𝜖𝑘−1 

OR 

𝜖𝑘 ≤
1

4
𝜖𝑘−1 

 تّمذاس اوثش ِٓ الاٚلأيٗ ٚ  iteration فٝ وً  errorىثيؼٝ اٌرأيٗ اؼغٓ لأٙا ترمًٍ ٔغثٗ اي 

 تاٌراٌٝ ٘رٛفً اعشع
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 ِؼ ٌٛ اعرخذِرٙا  Newton اؼغٓ ِٓ اي  Linearly ذىْٛ  methodىية ٌٛ افرشمٕا اْ فٝ 

 ِؼ وذٖ ٘يثمٝ  Newton ٚ تؼذيٓ وٍّد تاي  root ِرؾاتٗ ِغ اي digitٌؽذ ِا اٚفً لاٚي 

 اعشع ؟

 ىية  quadratic خيٛاخ Linear  ٚ 3 خيٖٛ 11 ٘ياخذ فيٙا  Newtonيؼٕٝ ٌٛ فٝ ِغأٌٗ اي

  iteration ِصلا ٚ تؼذيٓ اخذ اي7 دٚي فٝ  linear خيٖٛ اي 11 ذؼًّ اي  methodِا أا اؽٛف 

  فا ٘خٍـ تغشػٗ quadratic ٚ وذٖ ّ٘ؾٝ  Newtonاٌٍٝ ٚفٍد ػٕذ٘ا ٚ اوًّ تيٙا فٝ 

 ىية ِّىٓ اػًّ وذٖ اصاٜ؟

  bisection method٘غرخذَ اي 

  تراػٙا عًٙ iteration ٚلاْ لأْٛ ؼغاب اي  Newton اؼغٓ ِٓ اي  Linearlyاٚلا لأٙا 

  ٚ اٌىلاَ دٖ يؼٕٝ ػادٜ workableىية ػٍؾاْ اػًّ وذٖ اٚلا لاصَ اذأوذ أٙا 

 root ػٍؾاْ اٚفً ي bisection اٌٍٝ ّ٘ؾيٙا فٝ اي iterationsىية اصاٜ ٘ؼشف ػذد اي 

approximated up to 1 digit  ػٍؾاْ اػٛك تيٗ فٝ اي Newton ٝػٍؾاْ يّؾ 

quadratic ؟  

 :٘غرخذَ اٌمأْٛ دٖ

𝒃 − 𝒂

𝟐𝒏+𝟏
< 0.5 ∗ 𝟏𝟎−𝟏 

   Newton ٚ اِؾٝ ػٍٝ ػذد٘ا ٚ اخذ اخش سلُ ٚ اتذأ اؽرغً تيٗ فٝ اي  Nٚ اىٍغ اي 

  iterationىية أا ٘يثك اٌىلاَ دٖ ػٍٝ اٌّصاي اٌٍٝ ؽٛفٕاٖ فٛق دٖ ػٍؾاْ ٔؾٛف ٘ياخذ واَ 

 وذٖ

𝑛 = 7 

K 𝒂𝒊 𝒃𝒊 𝒄𝒊 

0   5 

1   2.5 

2   1.25 

3   0.625 

4   0.9375 

5   0.78125 

6   … 

7 0.635 0.9375 0.6640625 
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 صٜ ِا ىٍغ ِٓ اٌمأْٛ ٚ ٘اخذ تمٝ اخش ٔاذط دٖ ٚ اِؾٝ  iterations 7ٕ٘ا أا اٌّفشٚك ػٍّد 

 Newtonػٍيٗ 

K 𝒑𝒊 # correct Digits 

0 0.6640625 1 

1 0.6935742 3 

2 0.6931472 6 

 

 تظ ٌّٚا اعرخذِد  Newton ٌّا اعرخذِد  iterationsىثؼا ِلاؼظيٓ اٌفشق فٝ ػذد اي 

Bisection  فٝ اي Linear part   

 ىية عؤاي ُِٙ تمٝ

  Bisection تؼذ ِا اخٍـ اي  Newton اٌٍٝ ٘ؼٍّٙا فٝ  Iterationsٌٛ أا ػايضٖ اؼغة ػذد اي 

 تمٝ ٘عيثٙا اصاٜ؟

  اٌىثيش اٌٍٝ فٛق دٖ N فا تاٌراٌٝ الذس اىثك ػٍيٙا لأْٛ اي  Case 1٘ٝ وذٖ خلاؿ تمد ذرثغ 

 فا  Interval ترغيش اي  Bisection اذغيشخ لاْ اي  intervalتظ ٕ٘ا تمٝ لاصَ اخٍٝ تاٌٝ اْ اي 

 اٌٍٝ ٘ٝ  bisection ىٍؼد ِٓ اي  interval تأخش  [a, b]ٌّا اظٝ اػٛك فيٗ ٘ؼٛك ِىاْ اي 

 ٌٛٔٙا اصسق فٝ اٌعذٚي دٜ 

  Newtonأا تمٛي تمٝ ٔؽً ِغأٌٗ ػٍٝ اي 

 

 

Ex: 

Consider the problem of finding the zeroes of: 

𝑭 𝒙 =
𝟏

𝒙
+ 𝐥𝐧 𝒙 − 𝟐 

This function is defined ∀ + 𝒗𝒆 𝒙  and has two zeroes, one between  

(x = 0 and x = 1) and the other between (x = 6 and x = 7) 

i) Are Newton iterates convergent in both intervals? Why? 

ii) If you decided that Newton’s iterative algorithm is convergence on both 

intervals, determine the type of convergence? 

iii) Determine the roots up to 7 decimal digits? 
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Solution 

1-  

𝐹` 𝑥 =
𝑥 − 1

𝑥2
 

𝐹`` 𝑥 =
2 − 𝑥

𝑥3
 

On (0,1) F``(x) > 0 then F(x) is convex so Newton converge  

 ِؼ ِّىٓ ذيٍغ ليّٗ الً  F``(x) ٌٛ ػٛمد تيٙا فٝ 1 ي0دٖ ِؼٕاٖ اْ اٜ ليّٗ فٝ اٌفرشٖ ِٓ 

 ػٍؾاْ ييٍغ سلُ الً 2 ٚ تاٌراٌٝ أا ِؽراظٗ سلُ اوثش ِٓ  x – 2 لاْ اٌثغو ػثاسٖ ػٓ 0ِٓ اي

 ِٓ0 

On (6,7) F``(x) < 0 then F(x) is concave so Newton converge 

 0 دايّا ٘يثمٝ الً ِٓ  F``(x) فٝ 7 ي 6ٔفظ اٌىلاَ ٌٛ ػٛمٕا تأٜ ليّٗ ِٓ 

2-  

 0,1 =  0.01 , 0.99  

 ِؼ ِؼأا فا ٕ٘اخذ الشب ليّٗ ٌيُٙ ػٍؾاْ ٌّا ٔيعٝ ٔؼٛك 1 ٚ اي0ٕ٘ا ػٍّٕا وذٖ ػٍؾاْ اي 

 يؼٕٝ

 ٚاؼذ  root ٚ ٘ٛا افلا لاٌٝ أٙا ِفيؼ فيٙا غيش  convergenceدٌٛلرٝ ِيٍٛب اػشف ٔٛع اي 

  ٚ وذٖ اٚي ؽشه ِرؽمك simple rootتاٌراٌٝ ٘يثمٝ 

  ػٍؾاْ الذس اؼذد ٔٛػٙا  Gammaٔالـ تمٝ اػشف اي 

𝐹` 0.99 =  0.010203 = 𝑚 

𝐹`` 𝑥 <  𝑀 , 𝐹`` 0.01 =  1990000 

𝛿 =
 𝑏 − 𝑎 

2
=

0.99 − 0.01

2
= 0.49 

𝛾 = 477.849 ≫> 1 

   Case 3 ٚامػ أٙا اوثش ِٓ اٌٛاؼذ تىرييييش تاٌراٌٝ وذٖ أا تميد فٝ  Gammaٕ٘ا اي 

Linear Quadratic Convergent  
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Ex: 

𝐅 𝐱 =  𝐱
𝟏
𝟑 

Workability Conditions:  

F` x =
1

3
x−

2
3 

F`` x =  −
2

9
x−

5
3 

Both F` x and F``(x) are not continues so this equation can’t be solved using Newton 

Method. 

  

Ex: 

𝐅 𝐱 =  𝐱 − 𝟐 𝟒 ,  𝟎. 𝟑 , 𝐩𝟎 = 𝟐. 𝟏 

Find 𝐩𝟏, 𝐩𝟐, 𝐩𝟑, 𝐩𝟒 

F` x =  4 x − 2 3 

F`` x =  12 x − 2 2 

Workable Function 

Convergence Test: 

F` x = 0 when x = 2 and 2 ∈  0, 3  

So the function has multiple roots  

Finding Gamma 

F` 0 =  −32  , F` 3 =  4 

m = 4 

F`` 0 =  48 , F`` 3 =  12 ≥ 0 Convex 

M = 48 

σ =
3 − 0

2
=

3

2
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γ =
48

8
∗

3

2
= 9 > 1 

Then this is case 4 Linear Convergence 

N PN 

0 2.1 

1 2.075 

2 2.056 

3 2.042 

4 2.032 

 

 

Ex: 

𝐅 𝐱 =  𝐱 𝐞−𝐱  , (−𝟏, 𝟏) 

𝐩𝟎 = 𝟎. 𝟐  

Find 𝐩𝟏, 𝐩𝟐, 𝐩𝟑, 𝐩𝟒 

F` x = e−x − xe−x  

F`` x =  xe−x −  2e−x  

F` 1 =  0  

  ؼاظٗ تغييٗ تظ ػٍؾاْ ٔؼشف ٔؽً  intervalػٍؾاْ اٌّؾىٍٗ دٜ أا ٘قغش اي 

 −0.99 , 0.99  

F` x ≠ 0 ∀ x ∈  −0.99 , 0.99   

So we have a simple root. 

Finding Gamma 

M = F`` −0.99 =  8.04679 

m = F` 0.99 =  0.00372 

σ =
0.99 + 0.99

2
= 0.99 

γ = 1081.56 > 1 
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So this is case 3:- Linear – Quadratic Convergence  

N PN 

0 0.2 

1 0.05001 

2 0.00239 

3 0.0001 

4 0.00000 

  

5- Secant Method 

 

 ِعشد ترخرٍف فٝ ؼاظٗ ٚاؼذٖ تظ  Newtonاٌيشيمٗ دٜ تاٌظثو ٔفظ وً اٌىلاَ اٌٍٝ لٍٕاٖ فٝ 

   Iterating functionاٌٍٝ ٘ٝ اي

 اٌٍٝ  Functions ِّىٓ ذىْٛ فؼثٗ ًٌ Newton تراػد  Iterating functionّ٘ا ٌمٛا اْ اي 

 Iterating تراػٙا تغٌٙٛٗ فا لاٌٛا ٘يغيشٚا اٌّٛمٛع دٖ ٚ يؼٍّٛا Derivativeِٕمذسػ ٔعية اي 

function  غيش ِا يغرخذِٛا اي ِٓ Derivative     

  ٚ ِٓ  Newton ِؼ ٚاؼذٖ تظ صٜ  Two Initial Iterationsاٌفىشٖ فٝ اٌيشيمٗ دٜ اْ أا تثذأ ب

  اٌٍٝ تؼذيٙا Iteration ٚ إٌاذط ٘يىْٛ ٘ٛا اي X axisإٌميريٓ دٚي تٛفً تيُٕٙ تخو ٌؽذ اي 

 : تيىْٛ وذٖ Iterative Functionؽىً اي 

 

 

 

𝑃𝑛 = 𝑃𝑛−1 −  
𝐹 𝑃𝑛−1  𝑃𝑛−1 − 𝑃𝑛−2 

𝐹 𝑃𝑛−1 −  𝐹(𝑃𝑛−2)
  

Ex: 

Determine if the following function could be solved using secant method 

𝐹 𝑥 =
𝑥2 + 2.3

4
 

𝑑 = 4 , [2.5, 4] 

𝐹` 𝑥 =
𝑥

2
  , 𝐹`` 𝑥 =

1

2
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𝐹`` 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈  2.5 , 4  

Then the function is convex and it has global convergence. 

 

Ex: 

𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 2𝑥 − 1  

interval  0,3 , 𝑝0 = 2.6 , 𝑝1 = 2.5 

Find 𝑝2 , 𝑝3  ? 

Checking Workability  

𝐹` 𝑥 =  2𝑥 − 2 

𝐹`` 𝑥 = 2 

All are continues functions on the interval [0, 3]. 

Checking convergence 

𝐹`` 𝑥 >  0 ∀ 𝑥 ∈  0, 3  

So it‟s a convex function implies Convergence  

Finding iterations 

𝑝2 = 𝑝1 −
𝐹 𝑝1  𝑝1 − 𝑝0 

𝐹 𝑝1 − 𝐹 𝑝0 
 

𝑝2 = 2.41935 

𝑝3 = 2.4144 
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Interpolation 

  دٜ تمٝ ؼاظٗ ظذيذٖ 

 ٚاٌؽاظاخ  physics labٌٛ افرشمٕا ِصلا اْ أا تؼًّ ذعشتٗ ؼاظٗ وذٖ صٜ اٌٝ وٕا تٕؼٍّٙا فٝ اي 

 دٜ

 فٝ الاخش ٚ  functionِؼ وٕا ِصلا تٕؼذ ٔؼًّ اٌرعشتٗ اورش ِٓ ِشٖ ٚ ٔغعً إٌٛاذط ٚ ٔشعُ اي 

 ِريٍؼؼ فػ تشمٛ 

  D:اؼٕا تمٝ ػايضيٓ ٔيٍؼٙا فػ دٌٛلرٝ 

  ٚ ِظثٛىٗ ظذاaccurateىية اٌُّٙ اؼٕا ِؼأا ٔٛاذط ٚ ٕ٘فرشك اْ إٌٛاذط دٜ 

  اٌٍٝ ٘ٝ اٌرياس اٌىٙشتائIٝ ٚ اؼغة اي  voltage ٚ وً ِشٖ تغيش اي circuitِصلا ِصلا ٌٛ أا ػٕذٜ 

  تؼذ ِا سعّرٙا وذٖ ِصلا pointsٚىٍغ ؽىً اي

 input  1 ٚ 2 ٚ 3 ٚ 4 ٚ 5ىية أا ؼغثد إٌرائط ٌّا دخٍد  

 ىية ٚ ٌٛ اذفشمٕا اْ أا ػايضٖ اظية إٌريعٗ ٌّا

  ِصلا ٘ؼًّ ايٗ؟ input  1.5ادخً 

 !!اويذ لاصَ ٘ؼًّ اٌرعشتٗ ِٓ ذأٝ 

 الاؼغٓ اْ اؼٕا ٔشعُ,  ىية ِا وذٖ ِيٕفؼؼ

  اٌٍٝ اؼٕا ػايضٔٙا Points ٚ ٔيٍغ ِٕٗ وً اي  functionؽىً اي 

 ىية ظّيً ذؼاٌٛا ٔشعّٙا تمٝ 

 وذٖ تمٝ ؽىٍٙا اؼٍٝ

 ىية أا تمٝ ػايضٖ اؼو اٌؾىً دٖ فٝ ِؼادٌٗ

 ػٍؾاْ اػٛك فيٙا ػٍٝ ىٛي تأٜ ليّٗ ذيٍؼٍٝ

 إٌريعٗ اٌٍٝ أا ػايضا٘ا ِٓ غيش ِا اػًّ اٌرعشتٗ

 .وٍٙا ِٓ ذأٝ

 functionٌمٛا اْ ِّىٓ إٌاط ذخرٍف فٝ ؽىً اي

ىية اِٚاي اِرٗ يثمٝ ِفيؼ , ٚوً ٚاؼذ ِّىٓ يٛفً تيٓ إٌمو تيشيمٗ ِخرٍفٗ ٚ وٍُٙ يثمٛا فػ

 غيش ؼً ٚاؼذ تظ ٚ اٌٍٝ ييٍغ غيشٖ يثمٝ غٍياْ؟

  1             2            3                   4                5 

  1             2            3                   4                5 
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 يثمٝ  N تيغاٜٚ  Function اٌٍٝ ِؼايا اٌٍٝ ٘عية تيُٙ اي  Pointsلاٌٛا اْ ٌٛ أا ػٕذٜ ػذد اي 

   N-1 تراػٙا تيغاٜٚ  Order اي  functionأا لاصَ اىٍغ ٌٙا 

 ترؽممُٙ وٍُٙ  Function اُ٘ ٚ ىٍؼٝ ُِٕٙ  points 5يؼٕٝ ٌٛ ٘ٛا فٝ اٌّغأٌٗ لاٌٝ ِؼاوٝ 

 ٚ  𝑥4يؼٕٝ ترؼذٜ ػٍيُٙ وٍُٙ وذٖ أا لاصَ اظيثٍٗ ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ اٌشاتؼٗ يؼٕٝ ذٛفً ٌؽذ 

 وذٖ ِؼ ٘يثمٝ فٝ غيش ؼً ٚاؼذ ِٓ اٌذسظٗ اٌشاتؼٗ تاٌراٌٝ ِؼ ٕ٘خرٍف ػٍيٗ 

 

1- Lagrange Method 

 

 ٕ٘ؾٛف تمٝ اٌمأْٛ ٚ ٔؾٛف ٕ٘رغخذِٗ اصاٜ ٚ تؼذيٓ ٕ٘ؽً ِصاي ػٍؾاْ اٌقٛسٖ ذٛمػ

HINT:  

𝑓0 == 𝑦0 

means that  𝑥0, 𝑦0 == (𝑥0, 𝑓0) 

 

𝑷𝒏 𝒙 =   𝑳𝒊 𝒙 𝒇𝒊

𝒏

𝒊=𝟎 

= 𝑳𝟎 𝒙 𝒇𝟎 +  𝑳𝟏 𝒙 𝒇𝟏 +  … + 𝑳𝒏 𝒙 𝒇𝒏 

𝐿𝑖 𝑥 → Called Lagrange Coefficient 

 ٘رثمٝ ػثاسٖ ػٓ ؽٛيٗ ؼاظاخ ِعّٛػٗ ػٍٝ تؼنٙا  functionىية ٌؽذ دٌٛلرٝ ٘ٛا لاي اْ اي 

𝑓0ىية اؼٕا ػشفٕا اْ  , 𝑓1 , … , 𝑓𝑛 اي ٝ٘ 𝑦  تراػد اي Points  اٌٍٝ ػٕذٔا  

  دٖ؟ ٚ ٔؽغثٗ اصاٜ؟Lagrange Coefficientايٗ تمٝ اي 

 اٌمأْٛ تراػٗ تيمٛي

𝑳𝒊 𝒙 =  
𝒙 − 𝒙𝒋

𝒙𝒊 − 𝒙𝒋

𝒏

𝒋=𝟎 & 𝑖≠𝑗

 

  دٖ يؼٕٝ ؼافً مشب operatorاي

  دٖ termىية ٔفُٙ تمٝ اصاٜ ٔفه اي 

 تمٝ فا ٘ٝ صٜ  j صٜ ِا ٘يا اِا اي x يؼٕٝ تررىرة  variable اٌٍٝ فٝ اٌثغو دٜ  xاٚلا اي 

counter  ِٓ 0 ٌؽذ n  ًتؼٛك فٝ اٌمأْٛ دٖ تى ٚ I , j  ٌٛ الا I = j  عاػرٙا ِىرثؼ اي term  

 دج
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 ىية ِفيؼ ؼاظٗ فِٙٛٗ ىثؼا

 ىية ٔؾٛف اصاٜ ٔفىٗ ػِّٛا ٚ تؼذيٓ ٔعشب ِصاي

 𝐿𝑖 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 … …  𝑥 , 𝑥𝑖−1  𝑥 , 𝑥𝑖+1 … .  𝑥 , 𝑥𝑛 

 𝑥𝑖 , 𝑥0  𝑥𝑖 , 𝑥1  𝑥𝑖 , 𝑥2 … …  𝑥𝑖 , 𝑥𝑖−1  𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 … .  𝑥𝑖 , 𝑥𝑛 
 

 ٚ ؼاظٗ وّاْ اٌثغو ٘ٛا ٔفظ اٌّماَ  I = j اٌٍٝ واْ فيٗ اي  termخٍٝ تاٌىٛا اْ أا ِىرثرؼ اي 

  تظ وذٖ xi  ٕ٘ؽو xتاٌظثو تظ ِىاْ اي

  ِصلا ٘رثمٝ وذٖ  𝐿0 𝑥ىية ٌٛ أا ػايضٖ اظية

𝐿0 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 … .  𝑥 , 𝑥𝑛 

  𝑥𝑖 , 𝑥1  𝑥𝑖 , 𝑥2 … .  𝑥𝑖 , 𝑥𝑛 
  

  فا ِٕيمٝ ِٕؽيٙٛػ 0 ا٘ٛ ػٍؾاْ ٌٛ ؼييرٗ ٘ييٍغ  𝑥0 ِٛظٛد فيٗ  termِؽييٕاػ اٜ 

 ىية ٔعشب ٚاؼذٖ وّاْ

𝐿1 𝑥 =  
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥2 … .  𝑥 , 𝑥𝑛 

 𝑥𝑖 , 𝑥0  𝑥𝑖 , 𝑥2 … .  𝑥𝑖 , 𝑥𝑛 
 

 تشمٖٛ ٔفظ اٌىلاَ

 ىية ٔاخذ ِصاي تأسلاَ تمٝ

Ex: 

Given the points  −1, 4 ,  0, 1 , (1 ,0) find 𝐹(𝑥) using Lagrange method? 

  فٝ الاخش ؽىٍٙا يىْٛ اصاٜ Functionاٚلا ٘ىرة افلا اٌّفشٚك اي 

𝑝2 𝑥 =  𝐿0 𝑥 𝑓0 +  𝐿1 𝑥 𝑓1 + 𝐿2 𝑥 𝑓2 

𝑓0 = 4  , 𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 0 

𝑓2ٚ تّا اْ  =  𝐿2 𝑥    يثمٝ ِؼ لاصَ اؼغة اي   0

 ٔثذأ ٔؽغة اٌثالٝ تمٝ

𝐿0 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 

 𝑥0 − 𝑥1  𝑥0 − 𝑥2 
 

𝑥1٘ؼٛك تمٝ ػٓ  = 0 , 𝑥2 = 1 , 𝑥0 =   صٜ ِا ّ٘ا ِٛظٛديٓ فٝ اٌغؤاي يؼٕٝ 1− 

𝐿0 𝑥 =
 𝑥 − 0  𝑥 − 1 

 −1 −  0  −1 − 1 
=

𝑥2 − 𝑥

2
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𝐿1 𝑥 = 𝐿0 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥2 

 𝑥1 − 𝑥0  𝑥1 − 𝑥2 
 

=
 𝑥 + 1  𝑥 − 1 

 0 + 1  0 − 1 
=  − 𝑥2 − 1  

 functionٔؼٛك تمٝ فٝ اي 

𝐹2 𝑥 =  2 𝑥2 − 𝑥 −  𝑥2 − 1 =  𝑥2 − 2𝑥 + 1 =  𝑥 − 1 2 

 

2- Newton Method  

Case1: Equal Spaced “Forward Difference” 

  تاٌؾىً وذٖ ِصلا points يؼٕٝ ٌٛ أا ػٕذٜ  equal spacedاٚلا يؼٕٝ ايٗ 

 1 , 2 ,   2, 4 ,  3 , −1 , (4, 0) 

  ٚ اٌٍٝ تؼذيٙا شاتد  x٘لالٝ اْ اٌفشق تيٓ وً  

  ِصلا1فٝ اٌّصاي دٖ واْ اٌفشق تيُٕٙ دايّا 

  تؼذ وذٖ 𝑕اٌفشق دٖ ٘شِض ٌٗ تاٌشِض 

  ػٍؾاْ يفىشٚا فٝ ىشيمٗ ذأيٗ؟ Lagrangeىية ايٗ اٌّؾىٍٗ اٌٍٝ وأد فٝ 

 ِصلا ٚ تؼذيٓ غيشخ سأيٝ ٚ لٍد  points 3 تاعرخذاَ  functionاٌّؾىٍٗ اْ أا ٌٛ ؼغثد اي 

  ؼغثرٙا افلا لاصَ اػيذ وً اٌؽغاتاخ ِٓ الاٚي point وّاْ اٚ اؽيً  Pointػايضٖ اصٚد 

  تمٝ ؼٍد اٌّؾىٍٗ دٜ Newton Methodتظ 

 ؼغثرٗ  term ِٛظٛدٖ تؾيً  Point ظذيذ ٚ ٌٛ ػايض اؽيً  term تؽو  pointتمد ٌّا اؼة اصٚد 

 لثً وذٖ 

  ػٓ تؼنٙا independentيؼٕٝ تمد 

  ٕ٘ا ٚ اصاٜ تؽٍٙا functionٔؾٛف تمٝ ؽىً اي 

𝑃𝑛 𝑥 =  𝑓0 +
𝑥 − 𝑥0

𝑕
∆𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 

2! 𝑕2
∆2𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 

3! 𝑕3
∆3𝑓0 + ⋯ 

  دٖ ؟ 𝑓0∆ىية وً ؼاظٗ ٕ٘ا ِؼشٚفٗ تظ ايٗ تمٝ اي 

  ٚ ٕ٘ؼشف اصاٜ تٕؽغثNewton Coefficientٗدٖ ؼاظٗ اعّٙا 

∆𝑓0 = 𝑓1 − 𝑓0 
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in general ∆𝑓𝑗 = 𝑓𝑗 +1 − 𝑓𝑗  

 ىية ٚ تإٌغثٗ ٌٍرشتيغ ٚ اٌرىؼية ٚ اٌؽاظاخ دٜ؟

 دٜ ٌيٙا لأْٛ تؼٛك فيٗ ػٍؾاْ اظيثٙا اٌٍٝ ٘ٛا

∆𝑛𝑓0 = 𝑓𝑛 −  
𝑛
1
 𝑓𝑛−1 +   

𝑛
2
 𝑓𝑛−2 −  

𝑛
3
 𝑓𝑛−3 +  … . + −1 𝑛𝑓0   

ىية تغل إٌظش ػٓ وً اٌمٛأيٓ دٜ اؼٕا ِؼ ٕ٘غرخذِٙا فٝ ؼاظٗ لاْ فٝ ىشيمٗ اتغو ِٓ 

𝑓0∆وذٖ الذس اظية تيٙا اي   , ∆𝑛𝑓0 ىية اصاٜ ؟  

 ٕ٘ؾٛف تمٝ ٚ اؼٕا تٕؽً اٌّغأٌٗ ػٍؾاْ ذثمٝ ٚامؽٗ اورش

Ex: 

Given the points  −1, 4 ,  0, 1 , (1 ,0) find 𝐹(𝑥) using Newton method? 

  functionاٚلا ٔؾٛف اي 

𝑃2 𝑥 =  𝑓0 +
𝑥 − 𝑥0

𝑕
∆𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 

2! 𝑕2
∆2𝑓0 

= 4 +  𝑥 + 1 ∆𝑓0 +
 𝑥 + 1 𝑥

2
∆2𝑓0 

𝑓0∆ػٍؾاْ ٔعية اي  , ∆𝑛𝑓0 تمٝ ٕ٘ؼًّ ايٗ؟  

𝑓0اٚلا ٘ىرة وً اي  , 𝑓1 ,   اٌٍٝ ِٛظٛديٓ فٝ اٌغؤاي …

𝑓0 = 4 , 𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 0 

 ٚتؼذيٓ ٘يشغ وً ٚاؼذٖ ِٓ اٌٍٝ لثٍيٙا

 

𝑓0 = 4 , 𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 0 

∆𝑓0 =  −3 , ∆𝑓1 =  −1 

 ٚ تؼذيٓ ٘يشغ تشمٖٛ وً ٚاؼذٖ ِٓ اٌٍٝ لثٍيٙا

𝑓0 = 4 , 𝑓1 = 1 , 𝑓2 = 0 

∆𝑓0 =  −3 , ∆𝑓1 =  −1 

∆2𝑓0 = 2 

 تظ وذٖ ٚ دايّا تمٝ ٘اخذ اٌٍٝ ػٍٝ اٌؾّاي 
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  functionاػٛك تمٝ فٝ اي 

𝑃2 𝑥 = 4 − 3 𝑥 + 1 +  𝑥 + 1 𝑥 

= 𝑥2 − 2𝑥 + 1 

 تظ وذٖ 

 

Important Note: 

In Lagrange method all the “x” coordinates of the points must be different. 

Ex: 

Given the points  −1, −1 ,  0,0 ,  1, 1 , (2, 8) find the equation? 

We have 4 points so we need to find a cubic equation  

𝑝3 𝑥 = 𝐿0 𝑥 𝑓0 + 𝐿1 𝑥 𝑓1 + 𝐿2 𝑥 𝑓2 + 𝐿3 𝑥 𝑓3 

𝐿0 𝑥 =
 𝑥 − 0  𝑥 − 1  𝑥 − 2 

 −1 − 0  −1 − 1  −1 − 2 
=  −

𝑥3

6
+

1

2
𝑥2 −

1

3
𝑥 

We don‟t have to calculate 𝐿1(𝑥) because it will be multiplied by zero. 

𝐿2 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥3 

 1 + 1  1 − 0  1 − 2 
=

𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥

−2
 

𝐿3 𝑥 =
 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 

 2 + 1  2 − 0  2 − 1 
=

𝑥3 − 𝑥

6
 

𝑃3 𝑥 =  𝑥3 

 

Ex: 

Given the points  0,0 ,  1,4 , (2,4) find the equation? Then find 𝐹(1.5)? 

We should find the quadratic equation  

𝑃2 𝑥 =  𝑓0 +
𝑥 − 𝑥0

𝑕
∆𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 

2! 𝑕2
∆2𝑓0 

∆𝑓0 = 𝑓1 − 𝑓0 = 4 − 0 = 4 
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∆𝑓1 = 𝑓2 − 𝑓1 = 4 − 4 = 0 

∆2𝑓0 =  ∆𝑓1 − ∆𝑓0 = 0 − 4 =  −4 

𝑃2 𝑥 =  0 +
𝑥 − 0

1
 4 +

 𝑥 − 0  𝑥 − 1 

2
 −4  

𝑃2 𝑥 =  −2𝑥2 + 6𝑥 

𝐹 1.5 =  4.5 

 

Important Notes 

 ِٓ إٌمو لاصَ ذىْٛ ِؼادٌح  Nاؼٕا لٍٕا فٝ الاٚي خاٌـ أٗ ػٍؾاْ اظية ِؼادٌٗ ترّش تؼذد **

 ِٓ اٌذسظٗ 

N-1  ْٛػٍؾاْ امّٓ اْ اٌؽً يى unique   

 تظ فٝ اٌؽاٌٗ دٜ ٘يثمٝ ػٕذٜ  Nىثؼا الذس اظية ِؼادٌٗ ِٓ اٜ دسظٗ اوثش ِٓ اٚ ترغاٜٚ 

 ػذد لا ٔٙائٝ ِٓ اٌؽٍٛي

 تظ ػايضاٖ ِٓ اٌذسظٗ اٌرأيٗ  Interpolationذخيٍٛا وذٖ ٌٛ فٝ ػٕذٔا ٔميريٓ ٚ ػايضٖ اػٍُّٙ 

 ٘ييٍغ ػذد  Quadratic Functionػٍٝ ػذد إٌمو فا ٌّا اؼو ٔميريٓ ٚ اؼاٚي اٚفً تيُٕٙ ب 

 لا ٔٙائٝ ِٓ اٌؽٍٛي

 1 – اٌٍٝ ٘ٝ ػذد إٌمو  N-1ػٍؾاْ وذٖ اؼٕا لٍٕا لاصَ اٌّؼادٌٗ ذثمٝ ِٓ اٌذسظٗ 

  interpolationىية فٝ ؽشه ُِٙ اٜٚ لاصَ اخٍٝ تاٌٝ ِٕٗ فٝ وً اٌيشق يؼٕٝ ٚأا تؼًّ **

 ػٍٝ خو سأعٝ ٚاؼذ تّؼٕٝ أٗ  points 2 ٔفغٙا ِيثماػ فٝ  pointsػِّٛا اْ لاصَ اي 

 يؼٕٝ ِيٕفؼؼ يثمٝ ػٕذٜ ِصلا  X coordinatesِيٕفؼؼ يثمٝ فٝ ٔميريٓ ٌيُٙ ٔفظ اي 

 1, 3 ,  1 ,   . infinite solution ٘ٝ ٔفغٙا فٝ إٌميريٓ ٚ دٖ وذٖ ٘ييٍغ  x وذٖ اي   1−

 ٚ ػِّٛا ّ٘ا وٍُٙ ِؼ  Interpolation ٔؾٛف تمٝ تالٝ اٌيشق تراػد اي ىية ػظيُ ظذا 

 .فيُٙ ؼاظاخ ظذيذٖ اٜٚ 
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  Case: 2 Not Equal Spaced “Divided Difference” 

اذىٍّٕا ػٓ ؼاٌٗ الاٌٚٝ اٌّؽامشٖ اٌٍٝ لثً دٜ اٌٝ ,  دٜ واْ فٝ ؼاٌريٓ  Newtonفٝ ىشيمٗ 

,𝑥0٘ٝ لٍٕا فيٙا اْ اٌفشق تيٓ اي  𝑥1, 𝑥2,   تيىْٛ شاتد …

  more generalاٌؽاٌٗ دٜ تمٝ ٌّا اٌفشق يىْٛ ِؼ شاتد تيُٕٙ ٚ ىثؼا اٌؽاٌٗ دٜ ٘ٝ اي 

  تاٌمأْٛ تراع دٜ عٛاء اٌفشق ٚاؼذ اٚ ِخرٍف Newtonيؼٕٝ ِّىٓ اؼً  ب 

 : فٝ اٌؽاٌٗ دٜ تيىْٛ وذٖ functionىية ؽىً اي 

𝑃𝑛 𝑥 =  𝑓0 +   𝑥 − 𝑥0 𝐷𝑓0 +   𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 𝐷
2𝑓0 +   𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 𝐷

3𝑓0 + ⋯ 

𝐷𝑓0ىية اؼٕا ػاسفيٓ وً اٌؽاظاخ دٜ ِاػذا اي , 𝐷2𝑓0 ,   ايٗ تمٝ اٌىلاَ دٖ ٚ ٔؽغثٗ اصاٜ؟.…

 :اٌمأْٛ اٌؼاَ تيمٛي 

𝐷𝑗 𝑓𝑖 =
𝐷𝑗−1𝑓𝑖+1 − 𝐷𝑗−1𝑓𝑖

𝑥𝑖+𝑗 − 𝑥𝑖
 

  فا اويذ اويذ فٝ ىشيمٗ اؼغٓ ِٓ وذٖىثؼا أا ِرخيٍؼ ؼذ ِّىٓ يؼٛك فٝ لأْٛ صٜ دٖ 

ٚاٌؽّذ لله اْ فٝ ىشيمٗ فؼلا تظ ٕ٘ؾٛفٙا ٚ اؼٕا تٕؽً ِصاي تأسلاَ تمٝ ٚ وذٖ ػٍؾاْ ٔؽظ 

 تاٌّٛلف 

Ex: 

Given the data  1 ,5  ,  3, 1  ,  4 , 0.5  , (4.5 , 0.3625) interpolate the value of 𝑓(2.5) 

using the Newton interpolation method? 

  يثمٝ ػايضيٓ ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ اٌراٌرٗ 4ىية ظّيً اؼٕا ػٕذٔا واَ ٔميٗ ؟ 

 ىية ٔىرة اٌمأْٛ وذٖ

𝑃3 𝑥 =  𝑓0 +   𝑥 − 𝑥0 𝐷𝑓0 +  𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 𝐷
2𝑓0 +   𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 𝐷

3𝑓0 

  اٌٝ فٝ اٌغؤاي pointsٔؼٛك تمٝ تاٌميُ اٌٍٝ اؼٕا ػاسفيٕٙا ِٓ اي 

𝑃3 𝑥 =  5 +   𝑥 − 1 𝐷𝑓0 +   𝑥 − 1  𝑥 − 3 𝐷2𝑓0 +   𝑥 − 1  𝑥 − 3  𝑥 − 4 𝐷3𝑓0  

  دٜ  Dذّاَ ِؼ ٔالـ تمٝ غيش إٔا ٔعية اٌؽاظاخ اٌٍٝ فيٙا 

  تاٌؾىً دٖ Pointsاٚي ؼاظٗ ٘ؼًّ ظذٚي ٘ؽو فيٗ اي 
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𝑿𝒏 𝒙𝟎 = 𝟏 𝒙𝟏 = 𝟑  𝒙𝟐 = 𝟒 𝒙𝟑 = 𝟒. 𝟓  

𝑭𝒏 𝑓0 = 5 𝑓1 = 1 𝑓2 = 0.5  𝑓3 = 0.3625 
𝑫     
𝑫𝟐     

𝑫𝟑     

 

  ذؽد تؼل وذٖ  pointsوذٖ أا ِؼ ػٍّد اورش ِٓ أٝ ؼييد اي

𝐷𝑓0 اٌٍٝ ٘ٛ تراع  columnىية أا يّٙٓ دٌٛلرٝ اؼغة اٚ  , 𝐷2𝑓0 , 𝐷3𝑓0  لاْ ّ٘ا دٚي اٌٍٝ   

 ِؽراظٗ اػشف ليُّٙ

 ٔؽغيثُٙ اصاٜ تمٝ 

 تقٛا ٘ٝ اٌميّٗ اٌٍٝ تؽغثٙا فٝ اٜ ِىاْ فٝ اٌعذٚي دٖ ػثاسٖ ػٓ تغو ٚ ِماَ 

 اٌثغو ػثاسٖ ػٓ ىشغ سلّيٓ ٚ اٌّماَ تشمٖٛ ػثاسٖ ػٓ ىشغ سلّيٓ

 اٌُّٙ دٌٛلرٝ اػشف ِيٓ ّ٘ا اٌشليّٓ فٝ وً ؼاظٗ ؟

  اٌٍٝ فٛلٝ ػٍٝ ىٛي –اٌثغو دايّا ػثاسٖ ػٓ اٌٍٝ ظٕة اٌٍٝ فٛلٝ 

 ىية ٔعشب ِصاي وذٖ ٌٛ أا ِصلا ػايضٖ اؼغة اٚي ِىاْ فامٝ دٖ اٌٍٝ ٘ٛا تراع لٍؼ ىثؼا 

𝐷𝑓0 اٌٍٝ ظٕة اٌٍٝ فٛلٝ اٌٍٝ ٘ٛا واَ ؟ اٌٍٝ ٘ٛا اٌٛاؼذ =  ٘مٛي اٌميّٗ ػثاسٖ ػٓ تغو  

  ذّاَ وذٖ ؟5ىية اىشغ ِٕٗ تمٝ اٌٍٝ فٛلٝ ػٍٝ ىٛي اٌٍٝ ٘ٛا اي 

 ىية اٌّماَ تمٝ ؟

 ِٓ تؼنٙا ِؼ تثـ خاٌـ ِيٓ اٌٍٝ فٛق ٚ ِيٓ اٌٍٝ ذؽد  xاٌّماَ تمٝ تيثمٝ دايّا  تيشغ 

  فٝ اٌعذٚي  row٘ٛا دايّا تثـ ػٍٝ اٚي 

 فٝ اٚي ِشٖ ٘اخذ الاذٕيٓ اٌٍٝ فٛلٝ ػٍٝ ىٛي 

𝐷2ذأٝ ِشٖ يؼٕٝ ػٕذ اي  ٘ٛعغ اٌّعاي ؽٛيٗ تذي ِا اخذ اٌٍٝ فٛلٝ ٚ اٌٍٝ ظٕثٗ ٘اخذ اٌٍٝ  

 فٛلٝ ٚ اعية اٌٍٝ ظٕثٗ ٚ اسٚغ ٌٍٝ تؼذيٗ

  فٝ إٌـ2 ٘اخذ اٌٍٝ فٛق ٚ اىشؼٗ ِٓ ذاٌد ٚاؼذ تؼذيٗ يؼٕٝ ٘غية  𝐷3ذاٌد ِشٖ ػٕذ اي 

 ىية ٔىًّ اٌعذٚي اٌٍٝ فٛق دٖ ٚ ٔؾٛف ٘يّؾٝ اصاٜ, ٚ ٘ىزا تمٝ
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𝑿𝒏 𝒙𝟎 = 𝟏 𝒙𝟏 = 𝟑  𝒙𝟐 = 𝟒 𝒙𝟑 = 𝟒. 𝟓  

𝑭𝒏 𝑓0 = 5 𝑓1 = 1 𝑓2 = 0.5  𝑓3 = 0.3625 
𝑫 

𝐷𝑓0 =
𝑓1 − 𝑓0

𝑥1 − 𝑥0

=
1 − 5

3 − 1
=  −2  

𝐷𝑓1 =
𝑓2 − 𝑓1

𝑥2 − 𝑥1

=
0.5 − 1

4 − 3
=  −0.5  

𝐷𝑓2 =
𝑓3 − 𝑓2

𝑥3 − 𝑥2

=
0.3625 − 0.5

4.5 − 4
= −0.275 

 

𝑫𝟐 𝐷2𝑓0

=
−0.5 + 2

4 − 1
= 0.5  

𝐷2𝑓1

=
−0.275 + 0.5

4.5 − 3
= 0.15 

  

𝑫𝟑 𝐷3𝑓0

=
0.15 − 0.5

4.5 − 1
= −0.1 

   

 

ىية وذٖ ذّاَ ػٍّٕا اٌعذٚي ٘اخذ ِٕٗ اٌميُ اٌٍٝ أا ػايضا٘ا ٚ اػٛك تيٙا فٝ اٌّؼادٌٗ ٚ اىٍغ 

 اٌؾىً إٌٙائٝ ٌيٙا

𝑃3 𝑥 =  5 − 2  𝑥 − 1 +  0.5 𝑥 − 1  𝑥 − 3 − 0.1 𝑥 − 1  𝑥 − 3  𝑥 − 4  

 ٚٔؼٛك تمٝ تاٌميّٗ اٌٍٝ وٕا ػايضيٓ ٔيٍؼٙا اٌٍٝ ىاٌثٙا فٝ اٌغؤاي

𝑃3 2.5 =  5 − 2  2.5 − 1 +  0.5 2.5 − 1  2.5 − 3 − 0.1 2.5 − 1  2.5 − 3  2.5 − 4 

= 1.5125 

 ٚتظ وذٖ 
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Ex: 

Given the data point  

 0,0 ,  2,4 ,  3,3 ,  5,1.25  

Find the polynomial function and find 𝑓 1.3 ? 

 𝒙𝟎 = 𝟎 𝒙𝟏 = 𝟐 𝒙𝟐 = 𝟑 𝒙𝟑 = 𝟓 

 𝑓0 = 0 𝑓1 = 4 𝑓2 = 3 𝑓3 = 1.25 

𝑫 4

2
= 2 

3 − 4

3 − 2
=  −1 

1.25 − 3

5 − 3
=  −0.875  

𝐱𝐢+𝟏, 𝐱𝐢 

𝑫𝟐 −1 − 2

3 − 0
= −1 

−0.875 + 1

5 − 2
= 0.0417 

 𝐱𝐢+𝟐, 𝐱𝐢 

𝑫𝟑 0.0471 + 1

5 − 0
= 0.2083 

  𝐱𝐢+𝟑, 𝐱𝐢 

 

𝑃3 𝑥 =  𝑓0 +  𝑥 − 𝑥0 𝐷𝑓0 +  𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 𝐷
2𝑓0 +  𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 𝐷

3𝑓0 

𝑃3 𝑥 =  0 +  𝑥 − 0 (2) +  𝑥 − 0  𝑥 − 2 (−1) +  𝑥 − 0  𝑥 − 2  𝑥 − 3 (0.2083) 

𝑃3 𝑥 =  0.2083𝑥3 − 2.0415𝑥2 + 5.2498𝑥 

𝑃3 1.3 = 3.8322 

 

3- Piecewise Method 

 

اٌيشيمٗ دٜ تمٝ ِفيؼ فيٙا ظذيذ ٔٙائٝ ٘ٝ تظ ترؽً ِؾىٍٗ اْ ٌٛ ػٕذٔا ػذد وثيش ِٓ 

 Lagrange or تيشيمٗ 7 اٚ 6 فا ىثؼا ػٍؾاْ اظية ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ اي 8 اٚ 7 ِصلا  Pointsاي

Newton  ِٕٕٝظش اٌرؼٛيل ٘يثمٝ ٚؼؼ ظذا يؼ  

 فا اٌيشيمٗ دٜ ترمٛي ايٗ تمٝ ؟

 (ٕ٘ؼشف ػٍٝ اعاط ايٗ دٌٛلرٝ) دٜ ٚ ذمغّٙا وً ؼثٗ ِغ تؼل  pointsترمٛي أرا ذاخذ اي

   Lagrange or Newton تراػد وً ِعّٛػٗ ٌٛؼذ٘ا ب  polynomialٚتؼذيٓ ذعية اي 

  Equal Spaced ذثمٝ  Dataاُ٘ ؼاظٗ اْ اي 

  أٛاع3ىية فٝ ػٕذٔا ِٕٙا 
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LINEAR, QUADRATIC, CUBIC  
 ِا ػٍيٕا ٔفُٙ ٚاؼذٖ ٚاؼذ اؼغٓ, اٌفشق تيثمٝ فٝ ػذد إٌمو اٌٍٝ تاخذ٘ا

Linear Piecewise 

 ٔمو ٘مغُّٙ وً اذٕيٓ ِغ 6 أا ِؽراظٗ ٔميريٓ فا تاٌراٌٝ ٌٛ ػٕذٜ  linearاٚلا ػٍؾاْ اظية ِؼادٌٗ 

 تؼل 

{1 }2{ }3{ }4{ }5{ 6} 

  ؟ [3 , 2] ٌيٗ اخذ٘ا ذأٝ فٝ اٌفرشٖ  [2 ,1] ِشٖ فٝ اٌفرشٖ 2ىية ٌٛ أا خذخ اي 

  اٌٍٝ ٘عيثٙا  function تراػد اي  continuityػٍؾاْ امّٓ اي 

  ٘ؼًّ ايٗ ؟ Lagrange or Newtonىية تؼذ ِا اىٍغ اٌّؼادٌٗ تراػد وً فرشٖ تئعرخذاَ 

, 𝑞1 𝑥 اٌٍٝ ىٍؼد ٘ٝ ِصلا  functionsٌٛ افرشمٕا اْ اي 𝑞2 𝑥 , 𝑞3 𝑥 , 𝑞4 𝑥 , 𝑞5 𝑥   

  إٌٙائٝ وذٖ Function٘ؽو أا تمٝ ؽىً اي 

𝑔 𝑥 =  

𝑞1 𝑥 , 1 ≤ 𝑥 ≤ 2 

𝑞2 𝑥 , 2 ≤ 𝑥 ≤ 3

𝑞3 𝑥 , 3 ≤ 𝑥 ≤ 4

  

          =  
𝑞4 𝑥   , 4 ≤ 𝑥 ≤ 5

𝑞5 𝑥 , 5 ≤ 𝑥 ≤ 6
  

 دٜ  value ٘ؾٛف اي  value دٜ ػٕذ اٜ  functionٚوذٖ ٌّا يعٝ يمٌٛٝ أا ػايض ليّٗ اي 

  تراػرٙا  function ٚ اػٛك فٝ اي  Intervalِٛظٛدٖ فٝ أٙٝ 

Quadratic Piecewise 

  لاْ أا ػايضٖ ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ اٌرأيٗ 3ٔفظ اٌىلاَ تاٌظثو تظ ِىاْ ِا ٘اخذ ٔميريٓ ٘اخذ 

 : وذٖ Intervalsىية ٌٛ خذٔا ٔفظ اٌّصاي ٘لالٝ اْ أا ٘اخذ اي

 1,3 ,  3,5 ,  4,6  

 فٝ  Interval  5,6 ػادٜ ِؼ ِؾىٍٗ لاْ ٕ٘ا اذثمٝ ػٕذٜ اي  Overlapيؼٕٝ ِّىٓ اػًّ 

 ِؼ 6 ٌؽذ اي 4 ذثمٝ ِٓ اٌذسظٗ اٌرأيٗ فا ِّىٓ اخذ ِٓ اٚي اي  functionالاخش ٚ أا ػايضٖ اي

 ِؾىٍٗ

 ٚ اػٍّٙا   5,6  فا ِّىٓ اخذ  quadratic ذثمٝ  functionsٌىٓ تمٝ ٌٛ ِؼ ِيٍٛب اْ وً اي 

linear  ػادٜ ظذا  
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Cubic Piecewise 

  فغيشٖ ٚ اظية اٌّؼادٌٗ تراػد وً ٚاؼذٖ فيُٙ Intervals ي  Intervalتشمٖٛ ٘مغُ اي 

  ٔمو ِغ تؼل ػٍؾاْ اظية ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ اٌراٌر4ٗتظ ٘اخذ وً 

 . Overlapٚتشمٖٛ ِّىٓ اػًّ 

 ٔؾٛف ِصاي ٚ ٔؾٛف اصاٜ ٔؽً تاٌيشيمٗ دٜ

Ex: 

Determine the Piecewise quadratic polynomial interpolating the data: 

X 0 𝟏

𝟔
 

𝟏

𝟑
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟑
 

𝟓

𝟔
 

1 

F 1 3 2 1 0 2 1 

 

 ٚاٌفشق تيُٕٙ  Equal spaced ٘لالٝ أُٙ فؼلا  Data Equal Spacedاٚي ؼاظٗ ٔرأوذ اْ اي 
1

6
  

,Interval   0 فا ٘مغُ اي  quadraticتّا أٗ ػايض٘ا   3 فغيشٖ وً ٚاؼذٖ فيٙا  intervals ي   1

 ٔمو

 0,
1

3
 ,  

1

3
,
2

3
 ,  

2

3
, 1  

 تراػرُٙ ٚ فٝ اٌّغأٌٗ دٜ  Polynomial ِٓ دٚي ٚ اؼغة اي  intervalّٚ٘غه وً 

  ػِّٛا ٘ريٍغ ٔفظ إٌاذط Method تظ اٜ  Lagrange٘غرخذَ 

  يؼٕٝ  Lagrangeاٌؽً تمٝ ٘ىرثٗ ػٍٝ ىٛي لاْ اٌّفشٚك إٔا فاّ٘يٓ اصاٜ ٔؽً ب

 0,
1

3
  

𝑃2 𝑥 = 𝑔1 𝑥 =
 𝑥 −

1
6  𝑥 −

1
3 

 0 −
1
6  0 −

1
3 

 1 +
 𝑥 − 0  𝑥 −

1
3 

 
1
6 − 0  

1
6 −

1
3 

 3 +
 𝑥 − 0  𝑥 −

1
6 

 
1
3 − 0  

1
3 −

1
6 

 2  

𝑔1 𝑥 =  −54𝑥2 + 21𝑥 + 1  

 
1

3
,
2

3
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𝑃2 𝑥 = 𝑔2 𝑥 =
 𝑥 −

1
2  𝑥 −

2
3 

 
1
3 −

1
2  

1
3 −

2
3 

 2 +
 𝑥 −

1
3  𝑥 −

2
3 

 
1
2 −

1
3  

1
2 −

2
3 

 1 +
 𝑥 −

1
3  𝑥 −

1
2 

 
2
3 −

1
3  

2
3 −

1
2 

 0  

𝑔2 𝑥 =  −6𝑥 + 4 

 
2

3
, 1  

𝑃2 𝑥 = 𝑔3 𝑥 =
 𝑥 −

5
6  𝑥 − 1 

 
2
3 −

5
6  

2
3 − 1 

 0 +
 𝑥 −

2
3  𝑥 − 1 

 
5
6 −

2
3  

5
6 − 1 

 2 +
 𝑥 −

2
3  𝑥 −

5
6 

 1 −
2
3  1 −

5
6 

 1  

𝑔3 𝑥 =  −54𝑥2 + 93𝑥 − 38 

 ٚيثمٝ وذٖ اٌؽً إٌٙائٝ ٘ٛا

𝐺 𝑥 =

 
 
 

 
 −54𝑥2 + 21𝑥 + 1,             0 ≤ 𝑥 ≤

1

3

−6𝑥 + 4,                           
1

3
≤ 𝑥 ≤

2

3

−54𝑥2 + 93𝑥 − 38,
2

3
≤ 𝑥 ≤ 1  

 
 

 
 

 

 

فغيشٖ ٚ اىٍغ اٌؽً فٝ   intervalsوثيشٖ فا ِّىٓ الغّٙا ي  intervalفىشٖ اٌيشيمٗ دٜ اْ ٌٛ اي 

 ٌٛؼذ٘ا  Intervalوً 

Ex: 

 −1,1.5 ,  0,3 ,  1,6  ,  2, 12 ,  3,24  

Interpolate value of 𝑓 1.5  using cubic piecewise? 

ٔمو  4 يثمٝ أا ٘مغُ وً  cubicٚ تّا أٗ ىاٌة   equal spaced ذثمٝ  pointsاٚلا لاصَ اي

 ِٓ اٌٍٝ لثٍيٙا 3ِغ تؼل تظ وذٖ ٘يرثمٝ ٔميٗ ٌٛؼذ٘ا فٝ الاخش فا ِؼ ِؾىٍٗ ٘اخذٌٙا 

تظ ػادٜ    overlapping ؼرٝ ٌٛ أا خذذُٙ لثً وذٖ  ٚ دٖ ِّىٓ يؼًّ

 ٘يثمٛا وذٖ intervals  اي

 −1, 2 ,  0 , 3  

  Newton تمٝ ٚ ٕ٘رغخذَ  interval فٝ وً  functionٕ٘عية اي

𝑃3 𝑥 =  𝑓0 +
𝑥 − 𝑥0

𝑕
∆𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 

2! 𝑕2
∆2𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 

3! 𝑕3
∆3𝑓0  
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𝑃3 𝑥 =  0.25𝑥3 + 0.75𝑥2 + 2𝑥 + 3  

𝑄3 𝑥 =  𝑓0 +
𝑥 − 𝑥0

𝑕
∆𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1 

2! 𝑕2
∆2𝑓0 +

 𝑥 − 𝑥0  𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2 

3! 𝑕3
∆3𝑓0 

𝑄3 𝑥 =  0.5𝑥3 + 2.5𝑥 + 3 

اٌٍٝ ٘ٛا ىاٌثٙا ٘لالٝ أٙا ِٛظٛدٖ   value ػٕذ اي  function ٌّا ٔيعٝ ٔؽغة تمٝ ليّٗ اي

  ؟  P or Q ٘ؼٛك فٝ ىية  intervals 2 فٝ اي

 الً   error اٌّفشٚك اػٛك فٝ الاذٕيٓ ٚ اؽٛف ِيٓ اٌٝ ييٍغ ؼً الشب ٌٍقػ ٚ تٕغثٗ

 فا ٌّا ػٛمٕا ىٍغ وذٖ

𝑃3 1.5 =  8.53125 

𝑄3 𝑥 =  8.4375 

 ٘ٛا  exactدٜ اي   functionىية ٚ ٌٛ لٍٕا اْ افلا ؽىً اي 

𝑓 𝑥 =  3 ∗ 2𝑥  

 ٘رثمٝ  exact valueيثمٝ ٌّا اؼغة اي 

𝑓 1.5 = 8.4852 

  اؼغٓ  Accuracy ٘ٝ اٌٍٝ ىٍؼد  Q اي ٚ وذٖ دٖ ِؼٕاٖ اْ اٌرؼشيف اٌرأٝ اٌٍٝ ٘ٛا

 

4- Basis Cubic Spline: 

 ُِٙ*10  ْلاصَ يعٝ ػٍيٗ عؤاي فٝ الاِرؽاْ ىٛيً تظ عًٙ ٚ دسظاذٗ اٌّفشٚك ِنّٛٔٗ ا 

 ؽاء الله 

 : تيثمٝ وذٖ Functionاٚلا وذٖ ؽىً اي 

𝐶 𝑥 =   ∝𝑖 𝐵𝑖 𝑥 

𝑛

𝑖=0

 

𝐵𝑖اي    ٚ دٜ ٌيٙا ؽىً ِؼيٓ وذٖ لاصَ يرؽفظ  Basis Function دٜ ٘ٝ اي  
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𝐵𝑖(𝑥) =

 
 
 

 
 

1

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−2 

3 ,                                                                               𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖−1

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 +

3

4𝑕2
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 

2 −
3

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 3, 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 +

3

4𝑕2
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 2 −

3

4𝑕3
 𝑥𝑖+1 – 𝑥 3, 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1  

 
 

 
 

 

      =  
1

4𝑕3
 𝑥𝑖+2 − 𝑥 3,                                                                              𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+2  

0,                                                                                                                   𝑂𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 
  

  function اٌٍٝ فٝ اٌغؤاي ٚ ٘ٝ ػثاسٖ ػٓ  points دٜ تؽغثٙا ٌىً ٔميٗ فٝ اي 𝐵𝑖اي 

 ٚدٜ ؽىٍٙا تاٌشعُ,   صٜ ِا اؼٕا ؽايفيٓ فٛق وذٖ  subintervals 4ِرؼشفٗ ػٍٝ 

  دٜ ٌيٙا ِّيضاخ اٚ خٛاؿ ِؼيٕٗ Functionاي 

 1 دٜ دايّا ترغاٜٚ   𝐵𝑛 𝑥𝑛اٚلا ٌٛ أا تؽغة ِصلا 

𝐵𝑛ٌٚٛ أا تؽغة  (𝑥𝑛±1) ٜٚدٜ داِيا ترغا 
1

4
   

 اٚ ؼثيد اؼغثٙا تمٝ ػٕذ ؼاظٗ اوثش اٚ الً ِٓ وذٖ

 دايّا ٘رذيٕٝ ففش صٜ ِا اؼٕا ؽايفيٓ فٝ

 .اٌشعّٗ دٜ وذٖ

 ىية دٌٛلرٝ ػٍؾاْ اؼً ِغأٌٗ تئعرخذاَ اٌيشيمٗ دٜ اٌّفشٚك اػًّ ايٗ يؼٕٝ تشمٖٛ ؟

, ∝٘ٛا اٌّفشٚك اْ أا اػشف ليُ اي  𝐵 ػٍؾاْ اػٛك فٝ اٌّؼادٌٗ تراػد اي 𝐶  ٜاٌٍٝ فٛق د  

 ىية دٚي ٘عيثُٙ ِٕيٓ ؟

ِؼ ِفَٙٛ فا أا ِؼ ٘ىرثٗ ٚ + سخُ + اٌّفشٚك اْ ٕ٘ا فٝ اشثاخ ٚ وذٖ ٚ ٌىٓ ٔظشا لأٗ ىٛيً 

 ٘ىرة اٌمٛأيٓ ػٍٝ ىٛي 

 : تيمٛي∝اٚلا لأْٛ اي 

∝𝑛 = 𝑏𝑛  

∝𝑖= 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖 ∝𝑖+1  

, 𝑎ىية اؼٕا ِرفمٕاػ ػٍٝ وذٖ ِيٓ اي  𝑏 دٚي ؟  

 دٚي ليُ ٕ٘ؼٛك تيٙا فٝ اٌمأْٛ اٌٍٝ فٛق دٖ ٚ ٔؼشف ليُّٙ ِٓ اٌمٛأيٓ دٜ

𝑎0 =
1

4
 

𝑥𝑖−2 𝑥𝑖+1 𝑥𝑖−1 𝑥𝑖  
𝑥𝑖+2 
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𝑎𝑖 =
1

4 − 𝑎𝑖−1
 ,       1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑏0 = 𝑓0 

𝑏𝑖 =  4𝑓𝑖 − 𝑏𝑖−1 ∗ 𝑎𝑖  ,       1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑏𝑛 =
4𝑓𝑛 − 𝑏𝑛−1

4 − 𝑎𝑛−1
 

 ىية ٔشذة افىاسٔا ذأٝ ٚ تؼذيٓ ٔؾٛف ؼً ِصاي

,𝑎اٚي ؼاظٗ ٌّا يمٛي اؼً تاٌيشيمٗ دٜ ٘عية اي  𝑏  تؼذيٓ اػٛك فٝ اٌمأْٛ تراع اي ٚ ∝   

 Function ٚ تىذٖ اوْٛ ٚفٍد ٌؾىً اي 𝐵ػٍؾاْ اظية ليّٙا ٚ تؼذيٓ اؼغة اي 

 ٔؽً تمٝ ِصاي لاْ ؼاعٗ اْ وً دٖ ولاَ ِؼ ِفَٙٛ 

Ex: 

Determine the Cubic Spline interpolation functions 

X 0 𝟏

𝟔
 

𝟏

𝟑
 

𝟏

𝟐
 

𝟐

𝟑
 

𝟓

𝟔
 

1 

F 1 3 2 1 0 2 1 

 

   n = 6 يؼٕٝ ػايضٖ ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ  points 7ٕ٘ا ػٕذٔا 

 ؽىً اٌّؼادٌٗ اٌٍٝ أا ػايضا٘ا ٘يىْٛ وذٖ

𝐶 𝑥 = ∝0 𝐵0 +∝1 𝐵1 +∝2 𝐵2 +∝3 𝐵3 +∝4 𝐵4 +∝5 𝐵5 +∝6 𝐵6 

  intervals 6ٚىثؼا ِرفميٓ اْ اؼٕا ٕ٘مغُ وً ٔميريٓ ِغ تؼل فا ٘يثمٝ ػٕذٔا 

 
0,1

6
 ,  

1

6
,
1

3
 ,  

1

3
,
1

2
 ,  

1

2
,
2

3
 ,  

2

3
,
5

6
 ,  

5

6
, 1  

 

  𝑎اٚي خيٖٛ ٘ؽغة اي 

𝑎0 =
1

4
 

  ٚدٜ ِٛظٛدج فٝ اٌمأْٛ
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𝑎1 =
1

4 − 𝑎0
=

1

4 −
1
4

=
4

15
  

 ٚدٖ ذؼٛيل ِثاؽش فٝ اٌمأْٛ اٌٍٝ فٛق ٘ىًّ ػٍٝ ٘زا الاعاط

𝑎2 =
1

4 −
4

15

=
15

56
 

𝑎3 =
1

4 −
15
56

=
56

209
 

𝑎4 =
1

4 −
56

209

=
209

780
 

𝑎5 =
1

4 −
209
780

=
780

2911
 

𝑛 تيّؾٝ ٌؽذ  aٚخٍٝ تاٌىٛا اْ لأْٛ اي  −   تظ  1

   𝑏تؼذيٓ تمٝ ٔؽغة اي 

𝑏0 = 𝑓0 = 1 

𝑏1 =  4𝑓1 − 𝑏0 ∗ 𝑎1 =   4 ∗ 3 − 1  ∗
4

15
=

44

15
 

 تشمٖٛ ذؼٛيل ِثاؽش ٚ ٘ىًّ اٌثالٝ ػٍٝ ٔفظ الاعاط

𝑏2 =  4 ∗ 2 −
44

15
 ∗

15

56
=

19

14
 

𝑏3 =  4 ∗ 1 −
19

14
 ∗

56

209
=

148

209
 

𝑏4 =  4 ∗ 0 −
148

209
 ∗

209

780
= −

37

195
 

𝑏5 =  4 ∗ 2 +
37

195
 ∗

780

2911
=

6388

2911
 

𝑏6 =
4𝑓6 − 𝑏5

4 − 𝑎5
=

4 ∗ 1 −
6388
2911

4 −
780

2911

= 0.4837 
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  تمٝ ∝تظ وذٖ ٔثذأ ٔؽغة اي

∝𝑛 = 𝑏𝑛  

∝6= 𝑏6 = 0.4837  

∝𝑖= 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖 ∗∝𝑖+1  

 اٌمأْٛ دٖ ِاؽٝ تاٌؼىظ فا ّٕ٘ؾٝ ِٓ ذؽد ٌفٛق يؼٕٝ 

∝5= 𝑏5 −  𝑎5 ∝6 =  2.0648 

∝4= 𝑏4 −  𝑎4 ∝5 = −0.743 

∝3= 𝑏3 −  𝑎3 ∝4 = 0.9072 

∝2= 𝑏2 −  𝑎2 ∝3 = 1.1141 

∝1= 𝑏1 −  𝑎1 ∝2 = 2.6362 

∝0= 𝑏0 −  𝑎0 ∝1 =  1 −  
1

4
∗

44

15
 =  0.2667 

 ∝تظ وذٖ ذّاَ ىٍؼٕا وً ليُ اي 

 

   𝐵ٔالـ تمٝ اؼغة اي 

 ىية تقٛا الاٚي 

 اٌؾىً دٖ وذٖ

 

 

 

,0  ػٕذٔا اٌٍٝ ٘ٝ intervalىية ٕ٘ثـ ػٍٝ اٚي 
1

6
 اٌٍٝ ٌيٙا ليّٗ فٝ اي 𝐵′𝑠 ايٗ ٘ٝ اي  

interval دٜ؟ 

,𝐵0٘لالٝ اْ اٌٍٝ ٌيُٙ ليّٗ ّ٘ا  𝐵1, 𝐵2ىية اؽّؼٕٗ ؟  

𝑥0لاْ اؼٕا دٌٛلرٝ ٚلفيٓ ػٕذ  = 0 , 𝑥1 =
1

6
  

𝐵6 𝐵0 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 

0 1

6
 

1

3
 

1

2
 

2

3
 

5

6
 

1  
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 أٙا تيثمٝ ٌيٙا ليّٗ ػٕذ إٌميٗ اٌٍٝ أا ٚالفٗ ػٕذ٘ا اٚ اٌٍٝ تؼذٜ ػٍٝ ىٛي 𝐵ٚ ِٓ خٛاؿ اي 

 اٚ اٌٍٝ لثٍٝ ػٍٝ ىٛي ٌىٓ غيش وذٖ ترثمٝ تقفش

 :فا ٌٛ تقيٕا ٕ٘ا ٕ٘لاق اْ أا ػٕذٜ

𝐵0 𝑥0 =  𝐵0 0 = 1 

𝐵0 𝑥1 =  𝐵0  
1

6
 =

1

4
 

𝐵0 𝑥2 =  𝐵0  
1

3
 =  0  

  تمٝ وً ِا اصٚد وّا0ْٚ ٘رفنً 

𝐵1  0 =
1

4
 

𝐵1  
1

6
 =  1 

𝐵1  
1

3
 =

1

4
 

𝐵1  
1

2
 = 0 

,0 ىية ٚ ِيٓ ذأٝ ؽايف اي  
1

6
 𝐵2 ٕ٘لالٝ وّاْ اي  

𝐵2 0 =  0 

𝐵2  
1

6
 =

1

4
 

,𝐵0 اٌٍٝ ٌيٙا ليّٗ ٘ٝ 𝐵′𝑠فا تاٌراٌٝ فٝ اٌفرشٖ دٜ اي 𝐵1, 𝐵2 

𝑥𝑛 ىية ػِّٛا ٌٛ أا ٚالفٗ ػٕذ  , 𝑥𝑛+1  وذٖ اي 𝐵′𝑠 ٝاٌٍٝ ٌيٙا ليّٗ ٘رثم  

𝐵𝑛 , 𝐵𝑛+1, 𝐵𝑛−1 , 𝐵𝑛+2 

   Intervalsٔيثك اٌىلاَ دٖ تمٝ ػٍٝ وً اي

 
1

6
,
1

3
 → 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 

 
1

3
,
1

2
 → 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4 
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1

2
,
2

3
 → 𝐵2, 𝐵3 , 𝐵4, 𝐵5 

 
2

3
,
5

6
 → 𝐵3, 𝐵4 , 𝐵5, 𝐵6 

 
5

6
, 1 → 𝐵4, 𝐵5, 𝐵6 

  ٔىرثٗ تمٝ Cىية ذّاَ أا وذٖ ػشفد ؽىً اي 

𝐶 𝑥 =

 
 
 

 
 ∝0 𝐵0 𝑥 +∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2(𝑥),                            0 ≤ 𝑥 ≤

1

6

∝0 𝐵0 𝑥 +∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2(𝑥) +∝3 𝐵3(𝑥),
1

6
≤ 𝑥 ≤

1

3

∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2(𝑥) +∝3 𝐵3(𝑥) +∝4 𝐵4 𝑥 ,
1

 3
≤ 𝑥 ≤

1

2 
 
 

 
 

 

           =

 
 
 

 
 ∝2 𝐵2(𝑥) +∝3 𝐵3(𝑥) +∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 ,              

1

2
≤ 𝑥 ≤

2

3

∝3 𝐵3(𝑥) +∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 +∝6 𝐵6 𝑥 ,              
2

3
≤ 𝑥 ≤

5

6

∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 +∝6 𝐵6 𝑥 ,                                    
5

6
≤ 𝑥 ≤ 1  

 
 

 
 

 

 دٜ ػٕذ  Function تظ ٌٛ ػايضيٓ ٔعية ليّٗ اي ∝ىية اٌّفشٚك اؼٕا ػاسفيٓ ليُ اي 

  ٘ؼًّ ايٗ؟ 𝐶(0.31)ِصلا

  functionدٜ ِٛظٛدٖ فيٙا ػٍؾاْ اػٛك فٝ اي  value اٌٍٝ اي  Intervalاٚلا لاصَ اؼذد اي 

 اٌٍٝ لذاِٙا

  دٜ interval٘لالٝ أٙا فٝ اي

1

6
≤ 0.31 ≤

1

3
 

 :يثمٝ اٌّفشٚك ٘ؼٛك فٝ

𝐶 𝑥 = ∝0 𝐵0 𝑥 +∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2 +∝3 𝐵3 

  ٚ ٔؾٛف إٌّظش وذٖ ∝ ٚ ليُ اي  xىية ٔؼٛك تميّٗ اي 

𝐶 0.31 =  0.2667 𝐵0 0.31 + 2.6362 𝐵1 0.31 + 1.1141 𝐵2 0.31 + 0.9072𝐵3 0.31  

  اٌٍٝ لٍٕاٖ فٝ الاٚي ٚ لٍٕا لاصَ ٔؽفظٗ دٖ ؟𝐵ىية فاوشيٓ تمٝ ؽىً اي 

  دٜ وٍٙا  𝐵ٔشٚغ ٔثـ ػٍيٗ تمٝ ػٍؾاْ ٔيٍغ ليُ اي
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    𝐵0 0.31اٚلا ػايضيٓ ليّٗ 

 ٕ٘ؼٛك فٝ اٌؾىً دٖ

𝐵𝑖(𝑥) =

 
 
 

 
 

1

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−2 

3 ,                                                                               𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖−1

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 +

3

4𝑕2
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 

2 −
3

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 3, 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 +

3

4𝑕2
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 2 −

3

4𝑕3
 𝑥𝑖+1 – 𝑥 3, 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1  

 
 

 
 

 

      =  
1

4𝑕3
 𝑥𝑖+2 − 𝑥 3,                                                                              𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+2  

0,                                                                                                                   𝑂𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 
  

  ٚاؽٛف ِيٓ فيُٙ اٌؽاٌٗ اٌٍٝ ٘ررؽمك

𝐵0(0.31)

=

 
 
 

 
 

1

4𝑕3
 0.31 − 𝑥0−2 3,                                                                               𝑥0−2 ≤ 0.31 ≤ 𝑥0−1

1

4
+

3

4𝑕
 0.31 − 𝑥0−1 +

3

4𝑕2
 0.31 − 𝑥0−1 2 −

3

4𝑕3
 0.31 − 𝑥0−1 3, 𝑥0−1 ≤ 0.31 ≤ 𝑥0

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥0+1 − 0.31 +

3

4𝑕2
 𝑥0+1 − 0.31 2 −

3

4𝑕3
 𝑥0+1 – 0.31 3, 𝑥0 ≤ 0.31 ≤ 𝑥0+1  

 
 

 
 

 

      =  
1

4𝑕3
 𝑥0+2 − 0.31 3,                                                                              𝑥0+1 ≤ 0.31 ≤ 𝑥0+2 

0,                                                                                                                   𝑂𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 
  

  تراػد اي  intervalىية افىشوٛا تظ اْ اؼٕا ؽغاٌيٓ ػٍٝ اي 
1

6
,

1

3
 يؼٕٝ اٌٍٝ ٘ٝ تراػد   

 𝑥1, 𝑥2   

  فا ٕ٘ؼٛك فيٗ تمٝفا ىثؼا ٚامػ اْ اٌرؼشيف اٌٍٝ ٘يٕفغ ٘ٛا اي ساتغ 

𝐵0 0.31 =
1

4𝑕3
 𝑥0+2 − 0.31 3 

=
1

4 ∗  
1
6
 

3  
1

3
− 0.31 

3

= 6.86 ∗ 10−4 

 اٌّفشٚك تمٝ ٔىًّ ػٍٝ ٘زا الاعاط فا أا ٘ىًّ يؼٕٝ اٌثالٝ 

  ٘راخذ اٌرؼشيف اٌراٌد𝐵1اي 
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𝐵1 0.31 =  
1

4
+

3

4𝑕
 𝑥2 − 0.31 +

3

4𝑕2
 𝑥2 − 0.31 2 −

3

4𝑕3
 𝑥2 – 0.31 3 

=
1

4
+   

3

4 ∗
1
6

 
1

3
− 0.31  +

3

4 ∗  
1
6 

2  
1

3
− 0.31 

2

−
3

4 ∗  
1
6 

3  
1

3
− 0.31 

3

 

  ٘راخذ اٌرؼشيف اٌرأٝ 𝐵2ٚ اي 

𝐵2 0.31 =
1

4
+

3

4𝑕
 0.31 − 𝑥1 +

3

4𝑕2
 0.31 − 𝑥1 

2 −
3

4𝑕3
 0.31 − 𝑥1 

3  

  ٘راخذ اٌرؼشيف الاٚي𝐵3ٚاي

𝐵3 0.31 =  
1

4𝑕3
 0.31 − 𝑥1 

3 

 : ٚتظ ٔؼٛك تمٝ ٚ ٔؾٛف اٌميُ ٚ تؼذيٓ ٔؼٛك فٝ اٌّؼادٌٗ اٌٍٝ عثٕا٘ا فٛق دٜ

𝐶 0.31 =  0.2667 𝐵0 0.31 + 2.6362 𝐵1 0.31 + 1.1141 𝐵2 0.31 + 0.9072𝐵3 0.31  

  دٜ  Value ػٕذ اي  functionٚٔيٍغ ليّٗ اي 

𝐵0 0.31 = 6.86 ∗ 10−4  
𝐵1 0.31 = 0.367642  
𝐵2 0.31 = 0.972658 
𝐵3 0.31 = 0.159014  
𝐶 0.31 = 2.19726  

 

Ex: 

Fit B-Spline to the data 

 −3 , −27 ,  −2, −8 ,  −1, −1 ,  0,0 ,  1, 1 ,  2, 8 ,  3 ,27  

Use the result to approximate the value at x = 1.5? 

# 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 = 7 → 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒 𝑜𝑓 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 6 

𝐶 𝑥 =   ∝𝑖 𝐵𝑖 𝑥 

6

𝑖=0

 

𝐶 𝑥 = ∝0 𝐵0 +∝1 𝐵1 +∝2 𝐵2 +∝3 𝐵3 +∝4 𝐵4 +∝5 𝐵5 +∝6 𝐵6 

∝𝑛 = 𝑏𝑛  
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∝𝑖= 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖 ∝𝑖+1  

𝑎0 =
1

4
 

𝑎𝑖 =
1

4 − 𝑎𝑖−1
 

𝑏𝑜 = 𝑓0 

𝑏𝑖 =  4𝑓𝑖 − 𝑏𝑖−1 ∗ 𝑎𝑖  

𝑏𝑛 =
4𝑓𝑛 − 𝑏𝑛−1

4 − 𝑎𝑛−1
 

*Find the values of (a) 

𝑎0 =
1

4
 

𝑎1 =
1

4 −
1
4

=
4

15
 

𝑎2 =
1

4 −
4

15

=
15

56
 

𝑎3 =
1

4 −
15
56

=
56

209
 

𝑎4 =
1

4 −
56

209

=
209

780
 

𝑎5 =
1

4 −
209
780

=
780

2911
 

*Find the values of (b) 

𝑏0 = −27 

𝑏1 =  4 ∗ −8 + 27 ∗
4

15
=  −

4

3
 

𝑏2 =
22

7
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𝑏3 =  −
16

9
 

𝑏4 =
368

285
 

𝑏5 = 8.2284 

𝑏6 = 26.7337 

*Find the values of  ∝  

∝6= 26.7337  

∝5= 1.0651 

∝4= 1.0104  

∝3= −1.1128 

∝2= 3.04409 

∝1= −16.6509 

∝0=  −22.8373 

*Find the value of (B) 

 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 → 𝐵𝑖−1, 𝐵𝑖 , 𝐵𝑖+1, 𝐵𝑖+2 

 −3, −2 → 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2 

 −2, −1 → 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2 , 𝐵3 

 −1, 0 → 𝐵1, 𝐵2 , 𝐵3, 𝐵4  

 0 ,1 → 𝐵2 , 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5 

 1 ,2  → 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5 , 𝐵6 

 2 ,3  → 𝐵4, 𝐵5, 𝐵6  

 

 



117  

 

𝐶 𝑥 =  

∝0 𝐵0 𝑥 +∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2 𝑥 ,                           − 3 ≤ 𝑥 ≤ −2

∝0 𝐵0 𝑥 +∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2 𝑥 +∝3 𝐵3 𝑥 , −2 ≤ 𝑥 ≤ −1

∝1 𝐵1 𝑥 +∝2 𝐵2 𝑥 +∝3 𝐵3 𝑥 +∝4 𝐵4 𝑥 , −1 ≤ 𝑥 ≤ 0

  

           =  

∝2 𝐵2(𝑥) +∝3 𝐵3(𝑥) +∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 ,              0 ≤ 𝑥 ≤ 1

∝3 𝐵3(𝑥) +∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 +∝6 𝐵6 𝑥 ,             1 ≤ 𝑥 ≤ 2

∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 +∝6 𝐵6 𝑥 ,                                    2 ≤ 𝑥 ≤ 3 

  

And substitute with the values of (∝) 

*Find the value of 𝐶(1.5) 

1 اٌٍٝ ٘ٝ  interval دٜ ٚالؼٗ فٝ خاِظ  1.5 اي ≤ 𝑥 ≤ ٚ تاٌراٌٝ ٘ؼٛك فٝ اٌّؼادٌٗ اٌٍٝ  2

 لذاِٙا اٌٍٝ ٘ٝ

𝐶 𝑥 = ∝3 𝐵3 𝑥 +∝4 𝐵4 𝑥 +∝5 𝐵5 𝑥 +∝6 𝐵6 𝑥  

𝐶 𝑥 =  −1.1128 𝐵3 𝑥 + 1.0104 𝐵4 𝑥 + 1.0651 𝐵5 𝑥 + 26.7337 𝐵6 𝑥  

  B ػٍؾاْ ٔيٍغ ليُ اي  Basis function ٔشٚغ تمٝ ٔؾٛف اي

𝐵𝑖(𝑥) =

 
 
 

 
 

1

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−2 

3 ,                                                                               𝑥𝑖−2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖−1

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 +

3

4𝑕2
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 

2 −
3

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 3, 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 +

3

4𝑕2
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 2 −

3

4𝑕3
 𝑥𝑖+1 – 𝑥 3, 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+1  

 
 

 
 

 

      =      
1

4𝑕3
 𝑥𝑖+2 − 𝑥 3,                                                                              𝑥𝑖+1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑖+2  

0,                                                                                                                   𝑂𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 
  

𝑖 يثمٝ ٘ؼٛك فٝ اٌؾىً دٖ ػٓ   𝐵3 𝑥 اٚي ؼاظٗ ػايضٖ اظية = 3   

𝐵3(𝑥) =

 
 
 

 
 

1

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−2 3,                                                                               𝑥3−2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥3−1

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 +

3

4𝑕2
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 2 −

3

4𝑕3
 𝑥 − 𝑥𝑖−1 3, 𝑥3−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥3

1

4
+

3

4𝑕
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 +

3

4𝑕2
 𝑥𝑖+1 − 𝑥 2 −

3

4𝑕3
 𝑥𝑖+1 – 𝑥 3, 𝑥3 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥3+1  

 
 

 
 

 

      =      
1

4𝑕3
 𝑥𝑖+2 − 𝑥 3,                                                                              𝑥3+1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥3+2 

0,                                                                                                                   𝑂𝑡𝑕𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 
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1 اٌٍٝ ٘ٝ  Interval ىية اٚلا اؼٕا ؽغاٌيٓ ػٍٝ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4 يؼٕٝ اٌٍٝ ٘ٝ   2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥5  

دٜ ٘لالٝ اْ ٘ٛا ساتغ   interval يثمٝ تؼذ ِا ػٛمد ٘ؾٛف ِيٓ اٌرؼشيف اٌٍٝ ٚالغ فٝ اي

ٚاؼذ يثمٝ ٘ؼٛك فيٗ 

𝐵3 𝑥 =  
1

4𝑕3
 𝑥𝑖+2 − 𝑥 3,               𝑥3+1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥3+2 

𝐵3 𝑥 =  
1

4𝑕3
 𝑥𝑖+2 − 𝑥 3,               1 ≤ 𝑥 ≤ 2 

𝐵3 1.5 =  
1

4𝑕3
 𝑥5 − 1.5 3,               1 ≤ 𝑥 ≤ 2 

=
1

4
 2 − 1.5 3 = 0.0313 

 ٘راخذ ذاٌد ذؼشيف   𝐵4 𝑥 اي

𝐵4 1.5 =  
1

4
+

3

4
 2 − 1.5 +

3

4
 2 − 1.5 2 −

3

4
 2– 𝑥 3 

𝐵4 1.5 =  0.7188 

 ٘راخذ اٌرؼشيف اٌرأٝ   𝐵5 𝑥 ٚاي

𝐵5 1.5 =  
1

4
+

3

4
 1.5 − 1 +

3

4
 1.5 − 1 2 −

3

4
 1.5 − 1 3 

𝐵5 1.5 =  0.7188 

 ٘راخذ اٚي ذؼشيف  𝐵6(𝑥) اي

𝐵6 1.5 =
1

4
 1.5 − 1 3 = 0.0313 

Substitute in 𝐶(𝑥)   

𝐶 𝑥 =  −1.1128 𝐵3 𝑥 + 1.0104 𝐵4 𝑥 + 1.0651 𝐵5 𝑥 + 26.7337 𝐵6 𝑥  

𝐶 1.5 =  −1.1128  0.0313 + 1.0104  0.7188 + 1.0651  0.7188 + 26.7337  0.0313  

𝐶 1.5 =  2.2938 
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Curve Fitting 

 اٌٍٝ ٔاذعٗ ِٓ  Data points وٕا تٕمٛي اْ اي  Interpolationلثً وذٖ ٌّا وٕا تٕرىٍُ فٝ اي 

 ٚ تاٌراٌٝ ٌّا وٕا ٔعية اٌّؼادٖ واْ لاصَ اٌّؼادٌٗ دٜ ذؽمك  Accurate  Dataذعشتٗ ِؼيٕٗ ٘ٝ 

 .اٌٍٝ ػٕذٔا   Points تراػٙا تيؼذٜ ػٍٝ وً اي  curveيؼٕٝ يىْٛ اي   Pointsوً اي 

 ِؼ  Data points تظ اٌفشق اْ ٕ٘ا اي  Curve Fittingٔفظ اٌىلاَ ٘يؽقً فٝ اي 

Accurate  ّٗيؼٕٝ ػثاسٖ ػٓ لي Approximated  ِؼ Exact  ترىْٛ ؽثٗ اٌميّٗ اي ٚ 

Exact  2 فٝ ذمشيثا or 3 decimal digits . 

 اْ أا لثً ِا اىٍغ اٌّؼادٌٗ تىْٛ ػاسفٗ ايٗ ؽىً اٌّؼادٌٗ  Curve Fittingؼاظٗ وّاْ فٝ اي 

 . اٚ وذٖ linear equationاٌٍٝ ػايضٖ اٚفٍٙا يؼٕٝ ِصلا 

 : ؼاظٗ صٜ وذٖ ِصلا  Points ِٓ اي  Nٌٛ افرشمٕا ِصلا اْ ػٕذٔا ػذد 

 𝑥1, 𝑦1 ,  𝑥2, 𝑦2 , … , (𝑥𝑁 , 𝑦𝑁) 

  ػاًِ وذٖ ِصلا graphٚ واْ ؽىً إٌمو دٜ ػٍٝ اي 

 

 

 

 

 

 يشتو تيٓ إٌمو دٜ ٚ ىثؼا ِؼ ؽشه يؼذٜ  Lineاٌٍٝ ػايضيٓ ٔٛفٍٗ اْ اؼٕا ٔؾٛف اؼغٓ 

 فا اؼٕا ٕ٘عية اٌخو اٌٍٝ يؼرثش تييٍغ الً ٔغثٗ Accurate Dataػٍيُٙ وٍُٙ لأُٙ افلا ِؼ 

Error ٜتيٓ إٌمو د  

 فا   Linear , Quadratic , and so on عٛاء  functionاٌغؤاي ٘ٛا اٌٍٝ تيؽذدٌٝ ؽىً اي 

  ترٛػٙا coefficient تظ ٔالـ ٔؼشف اي functionاٌيثيؼٝ اْ اؼٕا ٔىْٛ ػاسفيٓ ؽىً اي 

 اؼٕا اٌّفشٚك الاعاط ػٕذٔا ٘ٝ اٌّؼادلاخ اٌخييٗ اٌٍٝ ٘ٝ ػٍٝ اٌؾىً دٖ

𝑓 𝑥 =  𝐴𝑥 + 𝐵 

 اٌٍٝ ٘ٝ  Power Functionsٚ اٌؾىً اٌرأٝ اٌٝ ٕ٘مٌٛٗ تشمٛ ٘ٛ اٌّؼادلاخ الاعيح اٚ اي 

 ػٍٝ اٌؾىً دٖ

𝑓 𝑥 =  𝐴𝑥𝑚  
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اٜ ِؼادٌٗ ػٍٝ اٜ ؽىً ذأٝ تٕؽٌٛٙا ٌّؼادٌٗ خييٗ ٚ تؼذيٓ ٔؽٍٙا تيشيمٗ ؼً اٌّؼادلاخ 

 ٚ ٕ٘مٛي وّاْ ػٍٝ اؽىاي اي اٌخييٗ اٌٍٝ ٕ٘مٛي ػٍيٙا فٝ اٌّؽامشٖ دٜ اْ ؽاء الله 

Functions  اٌٍٝ ِّىٓ ٔؽٌٛٙا ٚ اصاٜ ٔؽٌٛٙا  

 : ِؼاييش  ّ٘ا3 ٚ ٌيٗ  Error دٖ ِؼٕاٖ اْ فٝ ٔغثٗ  Approximated افلا  pointsىثؼا تّا اْ اي

Maximum Error 

𝐸∞ 𝑓 = max
1≤𝑖≤𝑁

{ 𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  } 

Minimum Error 

𝐸1 𝑓 =
1

𝑁
 |𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 |

𝑁

𝑖=1

 

Root Mean Square Error (RMS) 

اٌٝ اٌذورٛس لاٌد ػٍيٗ إٌٙاسدٖ ٚ ؼٍيٕا ػٍيٗ ٚ دٖ ٌيٗ لأْٛ تغيو وذٖ ٚ تٕؼٛك فيٗ ٚ ٕ٘ؾٛف 

 تشمٖٛ اِصٍٗ ػٍٝ اٌرؼٛيل ٚ وذٖ

𝐸2 =  
1

𝑁
  𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  

2

𝑁

𝑖=1

 

1
2

 

𝑦𝑖 ٚ اي  Exact ٘ٝ اٌميّٗ اي  𝑓 𝑥𝑖 ٚ اي  Points ٘ٝ ػذد اي Nٕ٘ا اي   ٘ٝ اٌميّٗ اي  

Approximated 

 ىية ٔؾٛف تمٝ اصاٜ ٔؽً اٌّؼادلاخ اٌخييٗ 

1- Least Square Method “Fitting in Linear Line” 

𝒇 𝒙 =  𝑨𝒙 + 𝑩 

 , Aدٌٛلرٝ اٌؽاظاخ اٌّعٌٙٛٗ ػٕذٔا ٘ٝ اي , صٜ ِا اذفمٕا دٖ وذٖ اٌؾىً اٌؼاَ ٌٍّؼادٌٗ اٌخييٗ

B ّ٘ا دٚي اٌٍٝ ٔالقيٓ ػٍؾاْ ٔؼشف ؽىً اي ٚ Line  اٌٍٝ تيؼذٜ ػٍٝ اي points  اٌٍٝ ػٕذٔا 

 اٌٍٝ فٛق دٖ ٚ ٔظثو ؽىٍٗ وذٖ ٘يذيٕا ِؼادٌريٓ اؼٍُٙ  RMSفا ٌّا ٔؼٛك فٝ اٌمأْٛ تراع اي 

 وذٖ فا ِّىٓ  prove فا أا ٘ىرة ؼاٌيا ؼاظٗ صٜ  Lineػٍٝ ؼغة اٌّغأٌٗ فا ٘ييٍغ ؽىً اي 

 Escape  ذؼٍّٛا 

 

To find the best Linear approximation of the linear equation that goes near (not 

always through) the points: 
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𝐸2 =  
1

𝑁
  𝐴𝑥𝑖 + 𝐵 − 𝑦𝑖  

2

𝑁

𝑖=1

 

1
2

 

𝐸2 𝐴, 𝐵 =    𝐴𝑥𝑖 + 𝐵 − 𝑦𝑖  
2

𝑁

𝑖=1

 

By partial differentiation to find the minimum error 

𝜕𝐸2

𝜕𝐴
= 2   𝐴𝑥𝑖 + 𝐵 − 𝑦𝑖  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

= 0 

𝜕𝐸2

𝜕𝐵
= 2   𝐴𝑥𝑖 + 𝐵 − 𝑦𝑖  

𝑁

𝑖=1

= 0 

  𝐴𝑥𝑖 + 𝐵 − 𝑦𝑖  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

= 0 

  𝐴𝑥𝑖 + 𝐵 − 𝑦𝑖  

𝑁

𝑖=1

= 0 

 𝐴𝑥𝑖
2

𝑁

𝑖=1

+  𝐵  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

=  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 𝐴𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

+ 𝑁𝐵 =  𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 ّٚ٘ا دٚي تمٝ اٌٍٝ تٕؼٛك فيُٙ فٝ اٌؽً
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Ex: 

Find the least square line for the data 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 

-1 10 

0 9 

1 7 

2 5 

3 4 

4 3 

5 0 

6 -1 

  

 Error يذٜ الً ٔغثٗ  line اٌٍٝ لاٌٝ ػٍيٙا ٚ ػايضٔٝ اؼغة اؼغٓ  Data pointsدٖ وذٖ اي 

 :فا اؼٕا اٌّفشٚك ٔؼٛك فٝ اٌمأٛٔيٓ اٌٍٝ ٌغٗ ِيٍؼيُٕٙ اٌٍٝ ّ٘ا دٚي

 𝐴𝑥𝑖
2

𝑁

𝑖=1

+  𝐵  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

=  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 𝐴𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

+ 𝑁𝐵 =  𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

  تراػُٙ Summation دٜ ػٍٝ اٌعذٚي ٚ ٔؽغة اي  Columnsفا ٕ٘شٚغ ٔضٚد اي

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒙𝒊
𝟐 𝒙𝒊𝒚𝒊 

-1 10 1 -10 

0 9 0 0 

1 7 1 7 

2 5 4 10 

3 4 9 12 

4 3 16 12 

5 0 25 0 

6 -1 36 -6 

Sum = 20 Sum = 37 Sum = 92 Sum = 25 

  

 ٚٔؼٛك تمٝ فٝ اٌّؼادلاخ وً ؼاظٗ تمد ِٛظٛدٖ ا٘ٛ

92𝐴 + 20𝐵 = 25 
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20 𝐴 + 8𝐵 = 37 

  تظ ىثؼا وً ٚاؼذ ؼش يؽٍٙا صٜ ِا ٘ٛا ؽايف  Cramerٚ ٕ٘ؽً اٌّؼادٌريٓ دٚي تيشيمٗ 

𝐴 =
 25 20
37 8

 

 
92 20
20 8

 
= −1.6 

𝐵 =
 92 25
20 37

 

 
92 20
20 8

 
= 8.6 

𝑓 𝑥 =  −1.6𝑥 + 8.6 

 : تمٝ ٕ٘ؼٛك فٝ اٌمأْٛ اٌٍٝ ٘ٛا دٖ Errorػٍؾاْ ٔؽغة ليّٗ اي 

𝐸2 =  
1

𝑁
  𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  

2

𝑁

𝑖=1

 

1
2

 

 : اٌٍٝ فٛق دٖ اٌٝ ّ٘ا  Table ػٍٝ اي  Columnsٚتاٌراٌٝ ٕ٘ضٚد ؽٛيٗ 

𝒇 𝒙𝒊  |𝒇 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊|  𝒇 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 
𝟐 

 

 ٚ ٔؽغة اٌميُ دٜ ٚ ٔؼٛك فٝ اٌمأْٛ ٚ تظ وذٖ 

 

Power Fitting 

 ِصلا ٚ  M تراػٙا  Power ٚ اي  power function ذىْٛ  functionٕ٘ا تمٝ ٌٛ ىٍة اْ ؽىً اي 

 اٌؾىً اٌؼاَ ٌٍّؼادلاخ دٜ ٘ٛ,  واَ power٘ٛا ٘يمٛي فٝ اٌغؤاي ػايض٘ا 

𝑓 𝑥 =  𝐴𝑥𝑀 

ٕ٘ؼٛك فٝ ,  تظ ٚ اٌرؼٛيل تراػٙا عًٙ اٜٚ  A يثمٝ وذٖ ٔالقٕا اي  M is givenٚتّا اْ 

  تشمٖٛ RMSلأْٛ اي 

𝐸2 =  
1

𝑁
  𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  

2

𝑁

𝑖=1

 

1
2

 

𝐸2 𝐴 =   𝐴𝑥𝑖
𝑀 − 𝑦𝑖  

2
𝑁

𝑖=1
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𝑑𝐸2

𝑑𝐴
= 2   𝐴𝑥𝑖

𝑀 − 𝑦𝑖  𝑥𝑖
𝑀

𝑁

𝑖=1

 

𝐴  𝑥𝑖
2𝑀

𝑁

𝑖=1

=   𝑥𝑖
𝑀𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

𝐴 =
 𝑥𝑖

𝑀𝑦𝑖
𝑁
𝑖=1

 𝑥𝑖
2𝑀𝑁

𝑖=1

  

ٚ ٘ٛا دٖ وذٖ اٌمأْٛ اٌٍٝ تٕؼٛك فيٗ ٚ ٌّا ٔؽً ِغأٌٗ ٔؼًّ ظذٚي وزٌه ػٍؾاْ يثمٝ اٌرؼٛيل 

 اعًٙ 

 ؼاظٗ صٜ وذٖ

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒙𝒊
𝑴 𝒙𝒊

𝟐𝑴 𝒙𝒊
𝑴𝒚𝒊 

 

 ٔؾٛف ِصاي وذٖ

Ex: 

Obtain the coefficients for a second degree power fit of the following data 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 

0.2 0.1960 

0.4 0.7850 

0.6 1.7665 

0.8 3.1405 

1 4.9075 

 

  اٌٍٝ ٔالـ Valuesاٚي ؼاظٗ ٕ٘ؽو اٌعذٚي اٌعذيذ ٚ ٔؽغة اي

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒙𝒊
𝟐𝒚𝒊 𝒙𝒊

𝟒 

0.2 0.1960 0.00784 0.0016 

0.4 0.7850 0.12560 0.0256 

0.6 1.7665 0.63594 0.1296 

0.8 3.1405 2.00992 0.4096 

1 4.9075 4.90750 1.0000 

  Sum = 7.68680 Sum = 1.5664 
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 ٚ ٔؼٛك تمٝ فٝ اٌمأْٛ

𝐴 =
 𝑥𝑖

𝑀𝑦𝑖
𝑁
𝑖=1

 𝑥𝑖
2𝑀𝑁

𝑖=1

 

𝐴 =
7.68680

1.5664
= 4.9073  

𝑓 𝑥 =  4.9073 𝑥2 

 

Transformation from other forms to linear form 

 ٚ ٕ٘ؾٛف اصاٜ ٔؽٛي وً  Fittingٕ٘ا تمٝ ٕ٘ؾٛف تالٝ الاؽىاي اٌٍٝ ِّىٓ ذعيٍٕا ٔؼٍّٙا 

  ػٍؾاْ ٔؽٍٙا تاٌيشيمٗ اٌٍٝ اؼٕا ػشفٕا٘ا دٜ  Linearٚاؼذٖ ي 

Exponential Form 

  اٌٍٝ ٘ٝ اٌؾىً اٌؼاَ ٌيٙا وذٖ Exponentialىثؼا وٍٕا ػاسفيٓ اٌذٚاي اي 

𝒚 = 𝑪 𝒆𝑨𝒙 

 ٚاؼٍٙا  Linearػٍؾاْ تمٝ اؼً ِؼادٌٗ ٚ أا ػاسفٗ اْ ؽىٍٙا ػاًِ وذٖ لاصَ الاٚي اؼٌٛٙا 

Linear ٝٔٚتؼذيٓ اتمٝ اسظؼٙا ٌٍؾىً دٖ ذا  

   Linearization ٘ؼٍّٙا ؼاظٗ اعّٙا  Linearٚػٍؾاْ اؼٌٛٙا 

  اٌيشفيٓ lnاٚلا ٘اخذ 

ln 𝑦 = ln 𝐶 +  𝐴𝑥 

 :ٚ٘ؼٛك ػٓ

𝑌 = ln 𝑦 

𝐵 = ln 𝐶 

𝑋 = 𝑥 

  ػٍٝ اٌؾىً دٖ linearفا إٌاذط ٘يثمٝ ِؼادٌٗ 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵 

 ٚ اؼٍٙا ػٍٝ ٘زا الاعاط تمٝ ٚ تؼذيٓ اتمٝ اػٛك ٚ اظية اٌؾىً الاٚلأٝ 

 ٘عيثٗ ػٍٝ  Errorٌٛ ىٍة ِٕٝ اي ,  ترٛع اٌّؼادٌٗ الافٍيٗ x ,yىثؼا تؼذ ِا اػٛك ٚ اظية ليُ 

 X , Y  اعاعُٙ ِؼ ػٍٝ اعاط 
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  ٔؾٛف ِصاي تمٝ ػٍؾاْ ٔفُٙ اٌذٔيا ِاؽيٗ اصاٜ

Ex: 

Use the linearization method and find the exponential fit 𝑦 = 𝐶 𝑒𝐴𝑥  for the data 

points 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 

0 1.5 

1 2.5 

2 3.5 

3 5 

4 7.5 

 

 صٜ ِا اذفمٕا لثً وذٖ

 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖 ==  𝑥𝑖 , ln 𝑦𝑖  

  اٌٍٝ ٕ٘ؼٛك فيٙا ٘ٝ Linearٚ ىثؼا لٛأيٓ اي 

 𝐴𝑥𝑖
2

𝑁

𝑖=1

+  𝐵  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

=  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 𝐴𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

+ 𝑁𝐵 =  𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 ٔؼًّ اٌعذٚي اٌعذيذ تمٝ

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝑿𝒊 = 𝒙𝒊 𝒀𝒊 = 𝐥𝐧𝒚𝒊 𝑿𝒊
𝟐 𝑿𝒊𝒀𝒊 

0 1.5 0 0.4054 0 0 

1 2.5 1 0.916291 1 0.91629 

2 3.5 2 1.2527 4 2.5055 

3 5 3 1.609 9 4.8283 

4 7.5 4 2.01490 16 8.0596 

  Sum = 10 Sum = 

6.198 

Sum = 30 Sum = 

16.3097 

 

 ٚٔؼٛك فٝ اٌمٛأيٓ

30𝐴 + 10𝐵 = 16.3097 

10𝐴 + 5𝐵 = 6.198 
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  Cramer ٚٔؽً ب

𝐴 =
 
16.3 10
6.19 5

 

 
30 10
10 5

 
= 0.3192 

𝐵 =
 
30 16.3
10 6.19

 

 
30 10
10 5

 
= 0.4573 

 ٔشظغ ٔؼٛك تمٝ فٝ ؽىً اٌّؼادٌٗ اٌٍٝ اؼٕا ػايضيٕٗ افلا

𝐵 = ln 𝐶  

𝐶 = 𝑒𝐵 → 𝐶 = 𝑒0.4573 = 1.57991 

𝑦 = 1.57991𝑒0.3192𝑥  

 ٚتظ وذٖ

 

 لأٗ اعًٙ ِٓ إٔا  Linear ٚ ٔؽً تيشيمٗ اي  Linearىثؼا اؼٕا تٕفنً ٔؽٛي ِٓ اٜ ؽىً ًٌ

  اٌٍٝ لايً ػٍيٙا  functionٔؽٍٗ ػٍٝ ٔفظ ؽىً اي 

 اٌٍٝ ِّىٓ ٔؾٛفٙا فيّا تؼذ ٚ  functionsٕ٘ؾٛف تمٝ دٌٛلرٝ ظذٚي ؼٍٛ وذٖ فيٗ اؽىاي اي

 Linearىشيمٗ ذؽٛيً وً ٚاؼذٖ ُِٕٙ ًٌ 
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Function 𝒚 = 𝒇 𝒙  Linearization Form 
𝒀 = 𝑨𝑿 + 𝑩 

Change of Variables and 

Constants 

𝒚 =
𝑨

𝒙
+ 𝑩 𝑦 = 𝐴

1

𝑥
+ 𝐵 𝑋 =

1

𝑥
, 𝑌 = 𝑦 

𝒚 =
𝑫

𝒙 + 𝑪
 

𝑦 𝑥 + 𝐶 = 𝐷 
𝑦𝑥 + 𝑦𝐶 = 𝐷 

𝑦 =  −
1

𝐶
𝑥𝑦 +

𝐷

𝐶
 

𝑋 = 𝑥𝑦 
𝑌 = 𝑦 

𝐴 = −
1

𝐶
, 𝐵 =

𝐷

𝐶
 

𝒚 =
𝟏

𝑨𝒙 + 𝑩
 

1

𝑦
= 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑋 = 𝑥 , 𝑌 =

1

𝑦
 

𝒚 =
𝒙

𝑨 + 𝑩𝒙
 

1

𝑦
=

𝐴 + 𝐵𝑥

𝑥
 

1

𝑦
= 𝐴

1

𝑥
+ 𝐵 

𝑋 =
1

𝑥
 

𝑌 =
1

𝑦
 

𝒚 = 𝑨 𝒍𝒏 𝒙 + 𝑩 𝑦 = 𝐴 ln 𝑥 + 𝐵 𝑋 = ln 𝑥 , 𝑌 = 𝑦 

𝒚 = 𝑪𝒆𝑨𝒙 ln 𝑦 = 𝐴𝑥 + ln 𝐶 𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = ln 𝑦 , 𝐵 = ln 𝐶 

𝒚 = 𝑪 𝒙𝑨 ln 𝑦 = 𝐴 ln 𝑥 + ln 𝐶 𝑋 = ln 𝑥 , 𝑌 = ln 𝑦 , 𝐵 = ln 𝐶  

𝒚 =  𝑨𝒙 + 𝑩 −𝟐 𝑦−
1
2 = 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = 𝑦−

1
2 

𝒚 = 𝑪𝒙𝒆−𝑫𝒙 𝑦

𝑥
= 𝐶𝑒−𝐷𝑥  

ln  
𝑦

𝑥
 =  −𝐷𝑥 + ln 𝐶 

𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = ln  
𝑦

𝑥
  

𝐵 = ln 𝐶  , 𝐴 = −𝐷 

𝒚 =
𝑳

𝟏 + 𝑪𝒆𝑨𝒙
 ln  

𝐿

𝑦
− 1 = 𝐴𝑥 + ln 𝐶 𝑋 = 𝑥 , 𝑌 = ln  

𝐿

𝑦
− 1  

𝐵 = ln 𝐶  

 

 

Ex: 

Find the least square line 𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝐵  for the data and find 𝐸2 𝑓 𝑥   ? 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 

-2 1 

0 3 

2 6 

4 8 

6 13 

 

: اٌمٛأيٓ اٌٍٝ ٕ٘ؼٛك فيٙا ٘ٝ 
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 𝐴𝑥𝑖
2

𝑁

𝑖=1

+  𝐵  𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

=  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 𝐴𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

+ 𝑁𝐵 =  𝑦𝑖

𝑁

𝑖=1

 

  ػٍٝ اٌعذٚي columns وذٖ ٕ٘ضٚد  A , Bػٍؾاْ ٔيٍغ ِؼادلاخ ٔؽٍٙا ػٍؾاْ ٔؼشف ليّٗ اي 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒙𝒊
𝟐 𝒙𝒊𝒚𝒊 

-2 1 4 -2 

0 3 0 0 

2 6 4 12 

4 8 16 32 

6 13 36 78 

Sum = 10 Sum = 31 Sum = 60 120 

 

60 𝐴 + 10 𝐵 = 120 

10 𝐴 + 5𝐵 = 31 

Using Cramer 

𝐴 =
 
120 10
31 5

 

 
60 10
10 5

 
= 1.4 

𝐵 =
 
60 120
10 31

 

 
60 10
10 5

 
= 3.3 

𝑦 = 1.4 𝑥 + 3.3 

To find RMS 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒙𝒊
𝟐 𝒙𝒊𝒚𝒊 𝒇 𝒙𝒊   𝒇 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 

𝟐 

-2 1 4 -2 0.4 0.36 

0 3 0 0 3.3 0.09 

2 6 4 12 6.2 0.04 

4 8 16 32 9.1 1.21 

6 13 36 78 13 1 

Sum = 10 Sum = 31 Sum = 60 120  Sum = 2.7 
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𝐸2 =  
1

𝑁
  𝑓 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  

2

𝑁

𝑖=1

 

1
2

 

 
2.7

5
= 0.7348 

  تظ وذٖ

 

Ex: 

Find the power fit 𝑦 = 𝐴𝑥 , 𝑀 = 1 , 𝐸2 𝑓 𝑥  ? 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒙𝒊
𝟐 𝒙𝒊𝒚𝒊 𝒇 𝒙𝒊   𝒇 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 

𝟐 

1 1.6 1 1.6 1.58 0.0004 

2 2.8 4 5.6 3.16 0.1296 

3 4.7 9 14.1 4.74 0.0016 

4 6.4 16 25.6 6.32 0.0064 

5 8 25 40 7.9 0.01 

Sum = 15  Sum = 55 Sum = 86.9  Sum = 0.148 

 

𝐸2 𝑓 𝑥  =   
0.148

5
= 0.172 

𝐴 =
86.9

55
= 1.58 

𝑦 = 1.58 𝑥 

Exponential Fit 

𝑦 = 𝐶𝑒𝐴𝑥  

𝑌 = ln 𝑦 

𝐵 = ln 𝐶 

𝑌 = 𝐴𝑋 + 𝐵 
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Ex: 

Use the linearization method to find the exponential fit 𝑦 = 𝐶𝑒𝐴𝑥  

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒀 = 𝒍𝒏 𝒚 𝒙𝒊
𝟐 𝒙𝒊𝒚𝒊 

1 0.6 -0.5108 1 -0.5108 

2 1.9 0.6419 4 1.2838 

3 4.3 1.4586 9 4.3758 

4 7.6 2.0281 16 8.1124 

5 12.6 2.5337 25 12.6685 

Sum = 15  Sum = 

6.1515 

Sum = 55 Sum = 

25.9297 

 

55 𝐴 + 15 𝐵 = 25.9297 

15 𝐴 + 5𝐵 = 6.1515 

𝐴 = 0.7475 

𝐵 =  −1.0123 

𝐶 = 𝑒𝐵 = 𝑒−1.0123 = 0.3634 

𝑦 = 0.3634  𝑒0.7475𝑥  

Ex: 

𝑦 =
1

𝐴𝑥 + 𝐵
 

1

𝑦
= 𝐴𝑥 + 𝐵 

𝑌 =
1

𝑦
 

𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒀 =
𝟏

𝒚
 

𝒙𝒊
𝟐 𝒙𝒊𝒚𝒊 

-1 6.62 0.1511 1 -0.1511 

0 3.94 0.2538 0 0 

1 2.17 0.4608 1 0.4608 

2 1.35 0.7407 4 1.4814 

3 0.89 1.1236 9 3.3708 

Sum = 5  Sum = 2.73 Sum = 15 Sum = 

5.1619 
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15 𝐴 + 5𝐵 = 5.1619 

5 𝐴 + 5𝐵 = 2.73 

𝐴 = 0.2432 

𝐵 = 0.3028 

𝑦 =
1

0.2432𝑥 + 0.3028
  

 

2- Weighted Least Square Polynomial Approximation 

  errors ترثمٝ فيٙا ٔغثٗ  data pointsاٌفشق تيٓ اٌيشيمٗ دٜ ٚ اٌيشيمٗ الاٌٚٝ اْ ٕ٘ا اي 

 ِخرٍفٗ 

  ِرؾاتٙيٓ  decimal digits 3 فٝ  exactيؼٕٝ ِّىٓ الالٝ ٔميريٓ تيُٕٙ ٚ تيٓ اي 

 تراػد وً إٌمو  accuracyيؼٕٝ اي ,  ِصلا decimal digits 5 ٔمو غيشُ٘ ِرؾاتٙيٓ فٝ 3ٚ 

 تراػٙا فا ػٍؾاْ وذٖ ِيٕفؼؼ اؼً تاٌيشيمٗ الاٌٚٝ  WEIGHTوً ٚاؼذٖ ٌيٙا اي , ِؼ صٜ تؼنٙا

 ٌىٓ ٕ٘ا ِؼ  errorلاْ اٌيشيمٗ الاٌٚٝ ترعية اؼغٓ خو يّش تىً إٌمو تيؽس ييٍغ الً ٔغثٗ 

 فا تاٌراٌٝ ِٓ إٌّيمٝ اْ  accuracy اٚ ٔفظ دسظٗ اي  weight ٌيٙا ٔفظ اي  pointsوً اي 

 تراػرٙا ػاٌيٗ ػٍؾاْ دٖ اٌٍٝ ٘يذيٕٝ  accuracy يثمٝ الشب ٌٍٕمو اٌٝ اي  curveأا ػايضٖ اي

  curve فٝ اي  errorالً ٔغثٗ 

  : N data pointsٌٛ افرشمٕا ِصلا اْ ػٕذٔا 

 𝑥1, 𝑦1 ,  𝑥2, 𝑦2 , … ,  𝑥𝑁 , 𝑦𝑁  

  تراػٙا weightُِٕٙ ٌيٙا اي  pointٚ وً 

𝑤1 , 𝑤2 , … , 𝑤𝑁 

  Polynomialٚ ىثؼا ػٍؾاْ امّٓ اْ اي ,  ترّش تيُٙ  Polynomialٚأا ػايضٖ اظية اؼغٓ 

𝑛 تؽيس اْ  Order n لاصَ ذثمٝ ِٓ  unique٘رثمٝ  ≤ 𝑁  ىثؼا اي ٚ "n " دٜ اٌٍٝ ٘ٝ دسظح

  اٌذورٛس ٘ٝ اٌٍٝ ٘رمٌٕٛا ػٍيٙا فٝ اٌغؤاي Polynomialاي 

  Polynomialsاٌؾىً اٌؼاَ ًٌ

𝑃𝑛 𝑥 =  𝑎0 +  𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 +  … + 𝑎𝑛𝑥𝑛  

  ٕ٘ا ٕ٘ؼٛك فٝ اٌمأْٛ دٖ errorػٍؾاْ ٔؽغة اي 
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𝐸 =   𝑃𝑛 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  
2𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 تراػد اي  coefficients فٝ اي  function ػثاسٖ ػٓ  errorٚتؼذ ِا ٔؼٛك ٘يثمٝ اي 

Polynomial  

𝐸(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ) =   𝑎0 +  𝑎1𝑥𝑖 + 𝑎2𝑥𝑖
2 +  … + 𝑎𝑛𝑥𝑖

𝑛 − 𝑦𝑖  
2
𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 دٖ تإٌغثٗ ٌىً اي  Error تراع اي partial differentiation ٕ٘عية اي errorٚػٍؾاْ ٔنّٓ الً 

coefficients ٕ٘غاٚيٗ تاٌقفش ٚ  

𝜕𝐸

𝜕𝑎0
= 0 ,

𝜕𝐸

𝜕𝑎1
= 0 , … ,

𝜕𝐸

𝜕𝑎𝑛
= 0 

  ِٓ اٌّؼادلاخ system٘يىْٛ ػٕذٔا 

𝜕𝐸

𝜕𝑎0
=  2𝑤𝑖 𝑎0 + 𝑎1𝑥𝑖 + 𝑎2𝑥𝑖

2 +  … + 𝑎𝑛𝑥𝑖
𝑛 − 𝑦𝑖  

1
 1 

𝑁

𝑖=1

= 0 

  ِصلا  guess اٌٝ ٘ييٍغ ٔؽٍٗ تمٝ تأٜ ىشيمٗ   system ٚ اي coefficientsٚ٘ىزا تمٝ ٌىً اي 

 تظ اٌذورٛس تمٝ ِؼ ػايضٖ وذٖ 

 ػٍؾاْ ٔؽً تيٙا اٌّؼادلاخ دٜ ٚ ٘ٝ دٜ اٌٝ  numericallyفا اٌّفشٚك فٝ ىشيمٗ اعًٙ 

 ِيٍٛتٗ ِٕٕا

 :اٚلا اٌّؼادٌٗ اٌٍٝ ػايضيٓ ٔؽٍٙا ٘ٝ

𝑽𝒕𝒘𝑽𝒂 = 𝑽𝒕𝒘𝒚 

 !ٔؾٛف تمٝ وً ؼاظٗ ِٓ دٚي يؼٕٝ ايٗ ؟

   Vاٚلا وذٖ اٌٍٝ 

   n ِٓ اٚي اٌقفش ٌؽذ اي  power ي  وٍٙا ِشفٛػٗ x تىرة فيٙا اي  Matrixٚدٜ ػثاسٖ ػٓ 

𝑁يؼٕٝ ٌٛ افرشمٕا اْ أا ػٕذٜ  = 5 , 𝑛 =  ٚ ِيٍٛب ِؼادٌٗ 5 تيغاٜٚ  Points يؼٕٝ ػذد اي  3

 : ٘يثمٝ وذٖ V ؽىً اي , ِٓ اٌذسظٗ اٌراٌرٗ

𝑉 =  

1 𝑥1 𝑥1
2

1 𝑥2 𝑥2
2

1 𝑥3 𝑥3
2

  

𝑥1
3

𝑥2
3

𝑥3
3
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    =  
1 𝑥4 𝑥4

2

1 𝑥5 𝑥5
2  

𝑥4
3

𝑥5
3  

 ٕ٘مٍثٗ  column يؼٕٝ وً  V تراػد اي  transpose matrix ٘ٝ اي  V transposeٚ ىثؼا اي 

  : Vٕ٘ا ؼعُ اي ,  rowيثمٝ 

𝑽𝑵∗ 𝒏+𝟏  

 تراػٙا ػثاسٖ ػٓ ليُ  diagonal وً اٌٍٝ فٝ اي diagonal matrix دٜ تمٝ ػثاسٖ ػٓ  wاي 

  اويذ اففاس  Matrix اٌٍٝ تيمٛي ػٍيٙا فٝ اٌغؤاي ٚ تالٝ اي  weightsاي

𝑤 =  
𝑤1 0 0
0 𝑤2 0
0 0 𝑤3

  
0 0
0 0
0 0

  

     =  
0 0 0
0 0 0

  
𝑤4 0
0 𝑤5

  

 :ٚدٜ ؼعّٙا

𝒘𝑵∗𝑵 

ِعشد  (ِعا٘يً يؼٕٝ) اٌٍٝ ػايضيٓ ٔؽغثٙا coefficients تٕؽو فيٗ اي vector دٖ تمٝ  aاي

 سِٛص

𝑎 =  

𝑎0

𝑎1

𝑎2

  

    =  
𝑎3

𝑎4
  

 ٚدٖ ؼعّٗ

𝒂 𝒏+𝟏 ∗𝟏 

  اٌٍٝ تيمٛي ػٍيٙا فٝ اٌّغأٌٗ y ٚ دٖ ػثاسٖ ػٓ ليُ اي  yاخش ؼاظٗ اٌٝ ٘ٝ اي 

𝑦 =  

𝑦1

𝑦2

𝑦3

  

    =  
𝑦4

𝑦5
   

  دٖ ِٓ ؼعُ 

𝒚𝑵∗𝟏 
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𝑽 𝒏+𝟏 ∗𝑵
𝒕 𝒘𝑵∗𝑵𝑽𝑵∗ 𝒏+𝟏 𝒂 𝒏+𝟏 ∗𝟏 = 𝑽 𝒏+𝟏 ∗𝑵

𝒕 𝒘𝑵∗𝑵𝒚𝑵∗𝟏 

 دٖ تمٝ تأٜ  System ٚ ٔؽً اخش Vector with size (N+1)*1ٚ دٖ وذٖ ٘ييٍغ فٝ إٌاؼيريٓ 

 ؼاظٗ تظ ِؼ ِيٍٛب ِٕٕا ٔؽغثٗ فٝ الاِرؽاْ

 ِّىٓ ِيمٌٛؼ ػٍيٗ تيشيمٗ ِثاؽشٖ ِّىٓ  weight اْ اي  Curve fittingاخش ؼاظٗ فٝ اي 

   root mean square error اٚ اي  relative errorيمٌٛٝ اي 

 ؟  weightىية اصاٜ اظية ُِٕٙ اي 

 :٘ؼٛك فٝ اٌمٛأيٓ دٜ 

𝒘 =
𝟏

𝑹𝑬
  

𝒘 =
𝟏

 𝑹𝑴𝑺 𝟐
 

 تظ وذٖ

   Matrices ِعشد تظ ٕ٘ىرة اي  Systemىثؼا فٝ اٌيشيمٗ دٜ فٝ الاِرؽاْ ِؼ ٕ٘ؽً 

 

Numerical Integration 

 ٕ٘رىٍُ تمٝ ػٓ ؼاظٗ ظذيذٖ اٌٍٝ ٘ٝ اٌرىاًِ 

  وذٖ ٚ ِٕمذسػ ٔعية اٌرىاًِ تراػٙا تاٜ ىشيمٗ ػاديٗ ٔؼشفٙا functionsصِاْ وٕا ٔؾٛف 

 :ؼاظٗ ِصلا صٜ 

 𝑒𝑥2
 𝑑𝑥  ,  𝑒sin 𝑥  𝑑𝑥   

 اٌؽاظاخ دٜ ٌيٙا ىشيمٗ ِٓ ىشيمريٓ 

  تراػٙا ٚ ٔؼٍّٗ ذىاًِ   Taylor Expansionاِا اْ ٔفىٙا ٚ ٔعية اي 

 ٚ اػًّ ًٌ  Interpolation تأورش ِٓ ٔميٗ ٚ اخذ إٌٛاذط ٚ اػٍّٙا  functionاٚ ٔؼٛك فٝ اي 

Polynomial ًِتراػرٙا اٌرىا  
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1- Newton – Cots Quadrature Rules 

Rectangular Rule 

 اٌّفشٚك صٜ ِا اؼٕا ػاسفيٓ اْ اٌرىاًِ ٘ٛا ػثاسٖ ػٓ اٌّغاؼٗ ذؽد إٌّؽٕٝ 

  ٌٛ افرشمٕا اٌشعّٗ دٜ وذٖ

  

 

  ٚ ترعية اٌّغاؼٗ aاٌيشيمٗ دٜ ترفرشك ٚظٛد ٔميٗ ٚاؼذٖ تظ اٌٍٝ ٘ٝ اي 

 ذؽرٙا

𝑹 𝒇 =  𝒃 − 𝒂 𝒇(𝒂) 

Ex: 

 𝑒𝑥2
 𝑑𝑥

1

0

 

𝑓 𝑥 =  𝑒𝑥2
 , 𝑎 = 0 , 𝑏 = 1 

𝑅 𝑓 =  1 − 0 𝑓 0 = 𝑒0 = 1 

Midpoint Rule 

  ٚ يعية اٌّغاؼٗ ذؽرٙا Intervalٕ٘ا تيعية إٌميٗ اٌٍٝ فٝ ِٕرقف اي 

 اٌمأْٛ تيمٛي

𝑴 𝒇 =  𝒃 − 𝒂 𝒇  
𝒂+𝒃

𝟐
  

 

 

 

 

 

 

a b 

a b 



137  

 

Trapezoidal Rule 

ٔقف اٌماػذٖ فٝ ِعّٛع اىٛاي : ٕٚ٘ا تٕاخذ ؽىً ؽثٗ إٌّؽشف ٚٔعية ِغاؼرٗ اٌٍٝ ٘ٝ 

 اٌماػذذيٓ اٌّرٛاصيريٓ

𝑻 𝒇 =
𝒃−𝒂

𝟐
 𝒇 𝒂 + 𝒇 𝒃   

 

 

 

Simpson’s Rule 

 اٌٍٝ تيّش تيُٙ اٌٍٝ ٘ٝ ِؼادٌٗ ليغ ِىافئ  parabola ٔمو ٚ ٔعية اي 3ٕ٘ا تمٝ تٕاخذ 

 يؼٕٝ ِؼادٌٗ ِٓ اٌذسظٗ اٌرأيٗ 

 

  

 

𝑺 𝒇 =
𝒃 − 𝒂

𝟔
 𝒇 𝒂 + 𝟒𝒇  

𝒃 + 𝒂

𝟐
 + 𝒇 𝒃   

 

Important Note 

 تظ ٌٛ ِؼ لاي ػٍيٙا ٚ لاٌٝ  function ٌٛ ٘ٛا لاٌٝ ػٍٝ ؽىً اي validاٌمٛأيٓ دٜ وٍٙا 

 ػٍٝ ؽٛيٗ 

Data points ٘يٕفغ اىثك ٔفظ اٌمٛأيٓ دٜ ؟ ً٘  

 : equal spacedيؼٕٝ ِصلا ٌٛ ػٕذٔا ِعّٛػٗ إٌمو , ٘ٛ ٘يٕفغ  

 𝑥0, 𝑦0 ,  𝑥1, 𝑦1 , … . , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 ) 

 ٕ٘لالٝ اْ ؽىً اٌمٛأيٓ تمٝ ػاًِ وذٖ

𝑅 𝑓 =  𝑏 − 𝑎 𝑓 𝑥0  

=  𝑏 − 𝑎 𝑓0 

𝑀 𝑓 =  𝑏 − 𝑎 𝑓  
𝑏 + 𝑎

2
  

a b 

a b 
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𝑇 𝑓 =
𝑏 − 𝑎

2
 𝑓0 + 𝑓1 =

𝑕

2
(𝑓0 + 𝑓1) 

𝑕 ∶ difference between 2 points 

𝑆 𝑓 =
𝑕

6
 𝑓0 + 4𝑓1 + 𝑓2  

 

Ex: 

Let  

𝑓 𝑥 =  1 + 𝑒−𝑥 sin 4𝑥  

Over interval [0, 1], apply various quadratic formula  

 Rectangular Rule 

𝑎 = 0 

𝑅 𝑓 =  1 − 0 𝑓 0 = 1 1 + 𝑒−0 sin 0 = 1 

 Midpoint Rule 

𝑎 + 𝑏

2
=

1

2
 

𝑀 𝑓 =  1 − 0 𝑓  
1

2
  

= 1 1 + 𝑒−0.5 sin 2  

= 1.55152 

 Trapezoidal  Rule 

𝑇 𝑓 =
1 − 0

2
 𝑓 0 +  𝑓 1   

=
1

2
 1 + 0.72159 = 0.86079 

 Simpson‟s  Rule 

𝑆 𝑓 =
1 − 0

6
 𝑓 0 +  4𝑓  

1

2
 + 𝑓 1   

=
1

6
 1 + 4 1.55152 + 0.72159  

= 1.32128 
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2- Composite Rules 

 فغيشٖ ٚ  subintervals وثيشٖ فا ٕ٘مغّٙا ي Intervalٕ٘ا تمٝ ٘يؼيذ ٔفظ اٌمٛأيٓ تظ ٌٛ اي

  ٌٛؼذ٘ا subintervalاذؼاًِ ِغ وً 

  data equal spaced ٚلاصَ ذىْٛ اي subintervalِّىٓ اعرخذَ اٜ لأْٛ فٝ اٜ 

  rulesٚدٖ ٘يىْٛ ؽىً اي 

Composite Rectangular Rule 

𝑰𝑪𝑹 = 𝒉  𝒇 𝒙𝒊 

𝒏−𝟏

𝒊=𝟎

 

Composite Midpoint Rule 

𝑰𝑪𝑴 = 𝒉  𝒇  
𝒙𝒊 + 𝒙𝒊+𝟏

𝟐
 

𝒏−𝟏

𝒊=𝟎

 

Important Note 

  Intervals ٕ٘مغُ اي points ٚ لاي ػٍٝ اي  functionفٝ ؼاٌٗ تشمٗ أٗ ِؼ لاي ؽىً اي

 ٚاؼذٖ ػٍؾاْ  Interval يثمٛا ِغ تؼل فٝ  points 3 دٜ تؽيس اْ وً  pointsػٍٝ ؼغة اي 

 لاْ ٌٛ خذخ ٔميريٓ تظ ٚ ػايضٖ اظية اي  midpointيثمٝ ػٕذٜ فيُٙ ٚاؼذٖ ٘ٝ اي 

midpoint تراػرُٙ ٘ؽراض اظية ليّٗ اي function ػٕذ اي Point  ًدٜ ٚ أا افلا ِؼٕذيؼ ؽى 

  فا تاٌراٌٝ لاصَ اخذ ؼاظٗ ِؼشٚفٗ ػٕذٜ functionاي 

Composite Trapezoidal Rule 

𝑰𝑪𝑻 =
𝒉

𝟐
 𝒇 𝒙𝟎 + 𝒇 𝒙𝒏  +  𝒉  𝒇𝒊

𝒏−𝟏

𝒊=𝟏

 

Composite Simpson’s Rule 

𝑰𝑪𝑺 =
𝒉

𝟑
 𝒇𝟎 + 𝟒𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 + 𝟒𝒇𝟑 + 𝟐𝒇𝟒 + ⋯ + 𝟒𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏  
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Ex: 

Consider  

𝑓 𝑥 =  2 + sin 2 𝑥 

On [1, 6] 

Divide [1, 6] into  

 1,2 ,  2, 3 ,  3,4 ,  4, 5 ,  5,6  

Composite Rectangular: 

𝐼𝐶𝑅 = 1 ∗  2.909297 + 2.30807 + 1.683052 + 1.243 + 1.0287  

Composite Midpoint: 

𝐼𝐶𝑀 = 1 ∗  𝑓  
3

2
 + 𝑓  

5

2
 +  𝑓  

7

2
 + 𝑓  

9

2
 + 𝑓  

11

2
   

= 2.638 + 1.97 + 1.43 + 1.108 + 1.00024 

Composite Trapezoidal: 

𝐼𝐶𝑇 =
1

2
 𝑓 0 + 𝑓 6  +  1 ∗  𝑓 2 + 𝑓 3 + 𝑓 4 + 𝑓 5   

 

Composite Simpson‟s: 

𝐼𝐶𝑆 =
1

3
 𝑓 1 + 4𝑓  

3

2
 + 2𝑓 2 + 4𝑓  

5

2
 + 2𝑓 3 + 4𝑓  

7

2
 + 2𝑓 4 + 4𝑓  

9

2
 + 2𝑓 5 

+  4𝑓  
11

2
 + 𝑓 6   

𝐼𝐶𝑆 =
1

3
 𝑓 1 + 𝑓 6  +

2

3
 𝑓 2 + 𝑓 3 + 𝑓 4 + 𝑓 5  

+
4

3
 𝑓  

3

2
 + 𝑓  

5

2
 + 𝑓  

7

2
 + 𝑓  

9

2
 + 𝑓  

11

2
   

=
1

6
 2.909 + 1.01735 +

1

3
 2.3080 + 1.683 + 1.243 + 1.028722 

+
2

3
 2.63 + 1.97 + 1.43 + 1.183177 + 1.00024140  

= 0.654445 + 2.08768 + 5.44089 = 8.1830 
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Ex: 

 

Integrate the following function using Quadrature formula  

 1 + 𝑒−𝑥 cos 4𝑥 𝑑𝑥

1

0

 

𝐼𝑅 =  1 − 0 𝑓 0  

= 1 + 𝑒0 cos 0 = 2 

𝐼𝑀 =  1 − 0 𝑓  
1

2
  

= 1 + 𝑒−
1
2 cos 2 = 0.7476 

𝐼𝑇 =
1

2
 2 +  1 + 𝑒−1 cos 4   

= 0.5  2 + 0.7595 =  1.3798 

𝐼𝑆 =
1

6
 2 + 4𝑓 0.5 +  0.7595  

= 0.9583 

 

Ex: 

Compute using composite formula: 

 2𝑥 cos 𝑥  𝑑𝑥

2

0

   , 𝑕 = 0.5 

We have to divide the interval [0, 2] into subintervals that has a difference = 0.5 

0 0.5 1 1.5 2 

 

Since we have the function, then „n‟ is the number of intervals, so n = 4 

𝐼𝐶𝑅 = 0.5  𝑓 𝑥𝑖 

3

𝑖=0
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= 0.5   0 + 0.876 + 1.0806 + 0.2122  

= 1.0852 

𝐼𝐶𝑀 = 0.5  𝑓  
𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1

2
 

3

𝑖=0

  

= 0.5  𝑓  
1

4
 + 𝑓 0.75 + 𝑓 1.25 +  𝑓 1.75   

= 0.5 0.4845 + 1.0975 + 0.7883 − 0.6239  

= 0.8732 

𝐼𝐶𝑇 =
0.5

2
 𝑓 0 + 𝑓 2  + 0.5  𝑓 𝑥𝑖 

3

𝑖=1

  

= 0.6691 

𝐼𝐶𝑆 =
0.5

3
 𝑓 0 +  4𝑓 0.5 + 2𝑓 1 +  4𝑓 1.5 + 𝑓 2   

= 0.8093 

 

Ex: 

Calculate the integration of: 

x -2 0 2 4 6 8 10 

F(x)  3.5 5 -10 2 5 3 20 

 

If we have data points then „n‟ is the number of points, so here we have n = 7 

𝐼𝐶𝑅 = 2  𝑓 𝑥𝑖 

6

𝑖=0

 

= 2 3.5 + 5 − 10 + 2 + 5 + 3 = 57 

𝐼𝐶𝑀 = 4  𝑓  
𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1

2
 

3

𝑖=0

 

= 4 𝑓1 + 𝑓3 + 𝑓5 =  4 5 + 2 + 3 =  40 
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𝐼𝐶𝑇 =
2

2
 3.5 + 20 +  2  𝑓 𝑥𝑖 

6

𝑖=1

  

= 23.5 + 2 5 − 10 + 2 + 5 + 3  

= 33.5 

𝐼𝐶𝑆 =
4

3
 𝑓0 + 4𝑓1 + 2𝑓2 + 4𝑓3 + 2𝑓4 + 4𝑓5 + 𝑓6  

= 35.6667 

 

Ex: 

Solve using composite 

 𝑥2𝑒−𝑥𝑑𝑥 

4

0

 , 𝑕 = 0.5 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

 

𝑛 = 8 

𝐼𝐶𝑅 = 0.5  𝑓 𝑥𝑖 

7

𝑖=0

  

= 1.59345 

𝐼𝐶𝑀 = 0.5  𝑓  
𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1

2
 

7

𝑖=0

 

= 0.25  𝑓 0.25 +  𝑓 0.75 + 𝑓 1.25 + 𝑓 1.75 + 𝑓 2.25 + 𝑓 2.75 + 𝑓 3.25 + 𝑓 3.75   

= 1.506 

𝐼𝐶𝑇 = 0.25 𝑓 0 +  𝑓 4  +  0.5  𝑓 𝑥𝑖 

7

𝑖=1

  

= 1.5202 
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𝐼𝐶𝑆 =
0.5

3
 𝑓0 + 4𝑓1 + 2𝑓2 + 4𝑓3 + 2𝑓4 + 4𝑓5 + 2𝑓6 + 4𝑓7 + 𝑓8  

= 1.5256 

 

Ex: 

 
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

−1

 , 𝑕 = 0.5 

-1 -0.5 0 0.5 1 

 

𝑛 = 4 

𝐼𝐶𝑅 = 0.5 𝑓 −1 + 𝑓 −0.5 + 𝑓 0 + 𝑓 0.5   

= 6.6 

𝐼𝐶𝑀 = 0.5 𝑓 −0.75 + 𝑓 −0.25 +  𝑓 0.25 +  𝑓 0.75   

= 1.5812 

𝐼𝐶𝑇 = 0.25  𝑓 −1 + 𝑓 1  +  0.5  𝑓 −0.5 + 𝑓 0 + 𝑓 0.5   

= 1.55 

𝐼𝐶𝑆 =
0.5

3
 𝑓 −1 +  4𝑓 −0.5 + 2𝑓 0 + 4𝑓 0.5 + 𝑓 1   

= 9.4 

 

Errors Calculation in Newton – Cots Method 

  ِؼيٓ ٘خراس أٙٝ ىشيمٗ ؟  integrationدٌٛلرٝ ٌّا اظٝ اؼً 

 فٝ وً ٚاؼذٖ فيُٙ ٚ تؼذيٓ اخراس  Errorفٝ اٌؽميمٗ أا لاصَ اؼً تالاستغ ىشق ٚ اؽٛف ٔغثٗ اي 

  Errorاٌيشيمٗ اٌٍٝ ٌيٙا الً ٔغثٗ 

 : فيٙا Errorٌىً ىشيمٗ ػٕذٔا لأْٛ ٌؽغاب اي 
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Error of Rectangular Rule 

𝑬𝑹 =
 𝒃 − 𝒂 𝟐

𝟐
𝑴𝟏 

𝑴𝟏 = 𝐦𝐚𝐱 𝒇` 𝒂 , 𝒇` 𝒃   

Error of Midpoint Rule 

𝑬𝑴 =
 𝒃 − 𝒂 𝟑

𝟐𝟒
𝑴𝟐 

𝑴𝟐 = 𝐦𝐚𝐱 𝒇`` 𝒂 , 𝒇`` 𝒃    

Error of Trapezoidal Rule 

𝑬𝑻 =
 𝒃 − 𝒂 𝟑

𝟏𝟐
𝑴𝟐 

Error of Simpson’s Rule 

𝑬𝑺 =
 𝒃 − 𝒂 𝟓

𝟐𝟖𝟖𝟎
𝑴𝟒 

𝑴𝟒 = 𝐦𝐚𝐱 𝒇```` 𝒂 , 𝒇```` 𝒃    

 

Errors Calculation in Composite Method 

Error of Rectangular Rule 

𝑬𝑪𝑹 =
𝑴𝟏

𝟐
 𝑩 − 𝑨 𝒉 

Error of Midpoint Rule 

𝑬𝑪𝑴 =
𝑴𝟐

𝟐𝟒
 𝑩 − 𝑨 𝒉𝟐 

Error of Trapezoidal Rule 

𝑬𝑪𝑻 =
𝑴𝟐

𝟏𝟐
 𝑩 − 𝑨 𝒉𝟐 

Error of Simpson’s Rule 

𝑬𝑪𝑺 =
𝑴𝟒

𝟏𝟖𝟎
 𝑩 − 𝑨 𝟒 
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Summary of All Rules  

Exact Error 

𝐋𝐞𝐭 𝐀 𝐛𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐄𝐱𝐚𝐜𝐭 𝐒𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐚𝐧𝐝 𝐀~ 𝐛𝐞 𝐭𝐡𝐞 𝐀𝐩𝐩𝐫𝐨𝐱𝐢𝐦𝐚𝐭𝐞𝐝 𝐒𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐭𝐡𝐞𝐧  

𝐓𝐡𝐞 𝐄𝐱𝐚𝐜𝐭 𝐄𝐫𝐫𝐨𝐫 = 𝐀 − 𝐀~ 

Absolute Error 

|𝐄| = |𝐀 − 𝐀~| 

Relative Error 

𝐄𝐑 =
 𝐀 − 𝐀~ 

 𝐀 
 

Percentage Error 

𝐄𝐏 =
 𝐀 − 𝐀~ 

 𝐀 
∗ 𝟏𝟎𝟎 % 

Infinite Geometric Series   
𝐚

𝟏 − 𝐫
 , 𝐫 < 𝟏 

Number of significant decimal digits 
 𝐩 − 𝐩` 

𝐩
≤ 𝟎. 𝟓 ∗ 𝟏𝟎−𝐝 

Fixed Point Iteration 

Workability conditions: 

1- 𝒇 𝒙  on set 

2- 𝒇 𝒙  everywhere defined  

3- 𝒇(𝒙) is a continues function 

Convergence test: 

 𝐟` 𝐱  ≤ 𝐤 < 𝟏 

Rate of convergence: 

𝒏 >
(𝐥𝐨𝐠

𝝐𝟎𝒎𝒂𝒙

𝟎. 𝟓 + 𝒅)

𝒍𝒐𝒈
𝟏
𝒌
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Interating function 

𝐩𝐧 = 𝐟 𝐩𝐧−𝟏  

Bisection Method 

Workability Conditions: 

1- Continues Function  

2- Sign F(b) != Sign F(a) 

3- [a, b] must contain single root 

Rate of Convergence 

𝒏 >  
𝐥𝐨𝐠 𝒃 − 𝒂 − 𝐥𝐨𝐠 𝟎. 𝟓 ∗ 𝟏𝟎−𝒅 

𝐥𝐨𝐠𝟐
 − 𝟏 

Interating function 

𝐜 =
𝐚 + 𝐛

𝟐
 

False Position Method 

Iterating function 

𝐂𝐧 = 𝐛𝐧 −  
𝐅 𝐛𝐧  𝐛𝐧 − 𝐚𝐧 

𝐅 𝐛𝐧 − 𝐅 𝐚𝐧 
  

Simple root 

𝐅` 𝐱 ≠ 𝟎 ∀ 𝐱 ∈  𝐚, 𝐛   

Convex and Concave Set 

𝒊𝒇 𝑭`` 𝒙 ≥ 𝟎 ∀ 𝒙 ∈  𝒂 , 𝒃  Then the Function is Convex 

𝒆𝒍𝒔𝒆 𝒊𝒇 𝑭`` 𝒙 <  𝟎 Then the Function is Concave 

Newton Method 

Workability Conditions 

𝐅 𝐱 ∈ 𝐂 𝐚,𝐛 
 𝟐 

 

Iterating function 

𝐩𝐧 = 𝐩𝐧−𝟏 −
𝐅 𝐩𝐧−𝟏 

𝐅` 𝐩𝐧−𝟏 
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Case 1: 

1) 𝑭` 𝒙 ≠ 𝟎 ∀ 𝒙 ∈  𝒂, 𝒃   Simple root 

2) Initial approximation is sufficiently close to the root 

𝜸 =
𝑴

𝟐𝒎
∗ 𝜹 

𝒊𝒇 𝜸 < 𝟏  then it's close 

𝒆𝒍𝒔𝒆 𝒊𝒇 𝜸 > 𝟏 then it's not close 

𝑴 = 𝑴𝒂𝒙   𝑭`` 𝒂 ,𝑭`` 𝒃    

𝒎 =  𝑴𝒊𝒏 ( 𝑭` 𝒂 , 𝑭` 𝒃  ) 

𝜹 =
𝒃 − 𝒂

𝟐
 

𝑵 ≥
𝟏

𝐥𝐨𝐠𝟐
 𝐥𝐨𝐠  

𝐥𝐨𝐠 𝑼−𝟏 + 𝐥𝐨𝐠
𝟐𝒎
𝑴

𝐥𝐨𝐠 𝜸−𝟏
   

𝑼 = 𝟎. 𝟓 ∗ 𝟏𝟎−𝒅 

Case 2: 

1) Multiple Root (Condition # 1 Failed)  

2) 𝜸 < 1 

Linear convergence 

Case 3: 

1) Simple Root 

2) 𝜸 > 1 

3) F(x) is Convex of Concave 

Linear-Quadratic convergence 
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Case 4: 

 

1) Multiple Root 

2) 𝜸 > 1 

3) F(x) is Convex of Concave 

Linear convergence 

Secant Method 

Iterating function𝐏𝐧 = 𝐏𝐧−𝟏 −  
𝐅 𝐏𝐧−𝟏  𝐏𝐧−𝟏−𝐏𝐧−𝟐 

𝐅 𝐏𝐧−𝟏 − 𝐅 𝐏𝐧−𝟐 
  

Lagrange Method 

𝐏𝐧 𝐱 =   𝐋𝐢 𝐱 𝐟𝐢

𝐧

𝐢=𝟎 

= 𝐋𝟎 𝐱 𝐟𝟎 +  𝐋𝟏 𝐱 𝐟𝟏 +  … + 𝐋𝐧 𝐱 𝐟𝐧 

𝐋𝐢 𝐱 =  
𝐱 − 𝐱𝐣

𝐱𝐢 − 𝐱𝐣

𝐧

𝐣=𝟎 & 𝐢≠𝐣

 

𝐋𝐢 𝐱 =
 𝐱 − 𝐱𝟎  𝐱 − 𝐱𝟏  𝐱 − 𝐱𝟐 … …  𝐱 , 𝐱𝐢−𝟏  𝐱 , 𝐱𝐢+𝟏 … .  𝐱 , 𝐱𝐧 

 𝐱𝐢, 𝐱𝟎  𝐱𝐢, 𝐱𝟏  𝐱𝐢, 𝐱𝟐 … …  𝐱𝐢, 𝐱𝐢−𝟏  𝐱𝐢, 𝐱𝐢+𝟏 … .  𝐱𝐢, 𝐱𝐧 
 

Newton Method Case1: Equal Spaced “Forward Difference” 

𝐏𝐧 𝐱 =  𝐟𝟎 +
𝐱 − 𝐱𝟎

𝐡
∆𝐟𝟎 +

 𝐱 − 𝐱𝟎  𝐱 − 𝐱𝟏 

𝟐! 𝐡𝟐
∆𝟐𝐟𝟎 +

 𝐱 − 𝐱𝟎  𝐱 − 𝐱𝟏  𝐱 − 𝐱𝟐 

𝟑! 𝐡𝟑
∆𝟑𝐟𝟎 + ⋯ 

Newton Method Case: 2 Not Equal Spaced “Divided Difference” 

𝐏𝐧 𝐱 =  𝐟𝟎 +   𝐱 − 𝐱𝟎 𝐃𝐟𝟎 +   𝐱 − 𝐱𝟎  𝐱 − 𝐱𝟏 𝐃
𝟐𝐟𝟎 +   𝐱 − 𝐱𝟎  𝐱 − 𝐱𝟏  𝐱 − 𝐱𝟐 𝐃

𝟑𝐟𝟎 + ⋯ 

𝐃𝐣𝐟𝐢 =
𝐃𝐣−𝟏𝐟𝐢+𝟏 − 𝐃𝐣−𝟏𝐟𝐢

𝐱𝐢+𝐣 − 𝐱𝐢
 

Basis Cubic Spline Method 

𝐂 𝐱 =   ∝𝐢 𝐁𝐢 𝐱 

𝐧

𝐢=𝟎
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𝐁𝐢(𝐱) =

 
 
 

 
 

𝟏

𝟒𝐡𝟑
 𝐱 − 𝐱𝐢−𝟐 𝟑,                                                                               𝐱𝐢−𝟐 ≤ 𝐱 ≤ 𝐱𝐢−𝟏

𝟏

𝟒
+

𝟑

𝟒𝐡
 𝐱 − 𝐱𝐢−𝟏 +

𝟑

𝟒𝐡𝟐
 𝐱 − 𝐱𝐢−𝟏 

𝟐 −
𝟑

𝟒𝐡𝟑
 𝐱 − 𝐱𝐢−𝟏 

𝟑, 𝐱𝐢−𝟏 ≤ 𝐱 ≤ 𝐱𝐢

𝟏

𝟒
+

𝟑

𝟒𝐡
 𝐱𝐢+𝟏 − 𝐱 +

𝟑

𝟒𝐡𝟐
 𝐱𝐢+𝟏 − 𝐱 𝟐 −

𝟑

𝟒𝐡𝟑
 𝐱𝐢+𝟏 – 𝐱 𝟑, 𝐱𝐢 ≤ 𝐱 ≤ 𝐱𝐢+𝟏  

 
 

 
 

 

      =  
𝟏

𝟒𝐡𝟑
 𝐱𝐢+𝟐 − 𝐱 𝟑,                                                                              𝐱𝐢+𝟏 ≤ 𝐱 ≤ 𝐱𝐢+𝟐 

𝟎,                                                                                                                   𝐎𝐭𝐡𝐞𝐫𝐰𝐢𝐬𝐞 
  

∝𝐧= 𝐛𝐧 

∝𝐢= 𝐛𝐢 −  𝐚𝐢 ∝𝐢+𝟏  

𝐚𝟎 =
𝟏

𝟒
 

𝐚𝐢 =
𝟏

𝟒 − 𝐚𝐢−𝟏
 ,       𝟏 ≤ 𝐢 ≤ 𝐧 − 𝟏 

𝐛𝟎 = 𝐟𝟎 

𝐛𝐢 =  𝟒𝐟𝐢 − 𝐛𝐢−𝟏 ∗ 𝐚𝐢 ,       𝟏 ≤ 𝐢 ≤ 𝐧 − 𝟏 

𝐛𝐧 =
𝟒𝐟𝐧 − 𝐛𝐧−𝟏

𝟒 − 𝐚𝐧−𝟏
 

𝐚𝟎 =
𝟏

𝟒
 

𝐚𝟏 =
𝟒

𝟏𝟓
  

𝐚𝟐 =
𝟏𝟓

𝟓𝟔
 

𝐚𝟑 =
𝟓𝟔

𝟐𝟎𝟗
 

𝐚𝟒 =
𝟐𝟎𝟗

𝟕𝟖𝟎
 

𝐚𝟓 =
𝟕𝟖𝟎

𝟐𝟗𝟏𝟏
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Root Mean Square Error (RMS) 

𝐄𝟐 =  
𝟏

𝐍
  𝐟 𝐱𝐢 − 𝐲𝐢 

𝟐

𝐍

𝐢=𝟏

 

𝟏
𝟐

 

Least Square Method “Fitting in Linear Line” 

𝐟 𝐱 =  𝐀𝐱 + 𝐁 

 𝐀𝐱𝐢
𝟐

𝐍

𝐢=𝟏

+  𝐁  𝐱𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

=  𝐱𝐢𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 

 𝐀𝐱𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

+ 𝐍𝐁 =  𝐲𝐢

𝐍

𝐢=𝟏

 

Power Fitting 

𝐟 𝐱 =  𝐀𝐱𝐌 

𝐀 =
 𝐱𝐢

𝐌𝐲𝐢
𝐍
𝐢=𝟏

 𝐱𝐢
𝟐𝐌𝐍

𝐢=𝟏

 

Exponential Form 

𝒚 = 𝑪 𝒆𝑨𝒙 

𝐥𝐧 𝒚 = 𝐥𝐧𝑪 +  𝑨𝒙 

𝒀 = 𝐥𝐧𝒚 

𝑩 = 𝐥𝐧 𝑪 
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Function 𝐲 = 𝐟 𝐱  Linearization Form 
𝐘 = 𝐀𝐗 + 𝐁 

Change of Variables and 

Constants 

𝐲 =
𝐀

𝐱
+ 𝐁 𝐲 = 𝐀

𝟏

𝐱
+ 𝐁 𝐗 =

𝟏

𝐱
, 𝐘 = 𝐲 

𝐲 =
𝐃

𝐱 + 𝐂
 

𝐲 𝐱 + 𝐂 = 𝐃 
𝐲𝐱 + 𝐲𝐂 = 𝐃 

𝐲 =  −
𝟏

𝐂
𝐱𝐲 +

𝐃

𝐂
 

𝐗 = 𝐱𝐲 
𝐘 = 𝐲 

𝐀 = −
𝟏

𝐂
, 𝐁 =

𝐃

𝐂
 

𝐲 =
𝟏

𝐀𝐱 + 𝐁
 

𝟏

𝐲
= 𝐀𝐱 + 𝐁 𝐗 = 𝐱 , 𝐘 =

𝟏

𝐲
 

𝐲 =
𝐱

𝐀 + 𝐁𝐱
 

𝟏

𝐲
=

𝐀 + 𝐁𝐱

𝐱
 

𝟏

𝐲
= 𝐀

𝟏

𝐱
+ 𝐁 

𝐗 =
𝟏

𝐱
 

𝐘 =
𝟏

𝐲
 

𝐲 = 𝐀 𝐥𝐧 𝐱 + 𝐁 𝐲 = 𝐀 𝐥𝐧𝐱 + 𝐁 𝐗 = 𝐥𝐧𝐱 , 𝐘 = 𝐲 

𝐲 = 𝐂𝐞𝐀𝐱 𝐥𝐧 𝐲 = 𝐀𝐱 + 𝐥𝐧 𝐂 𝐗 = 𝐱 , 𝐘 = 𝐥𝐧 𝐲 , 𝐁 = 𝐥𝐧𝐂 

𝐲 = 𝐂 𝐱𝐀 𝐥𝐧 𝐲 = 𝐀 𝐥𝐧 𝐱 + 𝐥𝐧𝐂 𝐗 = 𝐥𝐧 𝐱 , 𝐘 = 𝐥𝐧𝐲 , 𝐁 = 𝐥𝐧 𝐂  

𝐲 =  𝐀𝐱 + 𝐁 −𝟐 
𝐲−

𝟏
𝟐 = 𝐀𝐱 + 𝐁 𝐗 = 𝐱 , 𝐘 = 𝐲−

𝟏
𝟐 

𝐲 = 𝐂𝐱𝐞−𝐃𝐱 𝐲

𝐱
= 𝐂𝐞−𝐃𝐱 

𝐥𝐧  
𝐲

𝐱
 =  −𝐃𝐱 + 𝐥𝐧𝐂 

𝐗 = 𝐱 , 𝐘 = 𝐥𝐧  
𝐲

𝐱
  

𝐁 = 𝐥𝐧𝐂 , 𝐀 = −𝐃 

𝐲 =
𝐋

𝟏 + 𝐂𝐞𝐀𝐱
 𝐥𝐧  

𝐋

𝐲
− 𝟏 = 𝐀𝐱 + 𝐥𝐧 𝐂 𝐗 = 𝐱 , 𝐘 = 𝐥𝐧  

𝐋

𝐲
− 𝟏  

𝐁 = 𝐥𝐧 𝐂  

Weighted Least Square Polynomial Approximation 

𝐕𝐭𝐰𝐕𝐚 = 𝐕𝐭𝐰𝐲 

𝐕 𝐧+𝟏 ∗𝐍
𝐭 𝐰𝐍∗𝐍𝐕𝐍∗ 𝐧+𝟏 𝐚 𝐧+𝟏 ∗𝟏 = 𝐕 𝐧+𝟏 ∗𝐍

𝐭 𝐰𝐍∗𝐍𝐲𝐍∗𝟏 

𝐕 =  

𝟏 𝐱𝟏 𝐱𝟏
𝟐

𝟏 𝐱𝟐 𝐱𝟐
𝟐

𝟏 𝐱𝟑 𝐱𝟑
𝟐

  

𝐱𝟏
𝟑

𝐱𝟐
𝟑

𝐱𝟑
𝟑

  

    =  
𝟏 𝐱𝟒 𝐱𝟒

𝟐

𝟏 𝐱𝟓 𝐱𝟓
𝟐  

𝐱𝟒
𝟑

𝐱𝟓
𝟑
  

𝐰 =  
𝐰𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝐰𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝐰𝟑

  
𝟎 𝟎
𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

  

     =  
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

  
𝐰𝟒 𝟎
𝟎 𝐰𝟓
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𝐚 =  

𝐚𝟎

𝐚𝟏

𝐚𝟐

  

    =  
𝐚𝟑

𝐚𝟒
  

𝐲 =  

𝐲𝟏

𝐲𝟐

𝐲𝟑

  

    =  
𝐲𝟒

𝐲𝟓
   

𝐰 =
𝟏

𝐑𝐄
  

𝐰 =
𝟏

 𝐑𝐌𝐒 𝟐
 

Newton – Cots Quadrature Formula Case 1: we have the function 

Rectangular Rule: 

𝐑 𝐟 =  𝐛 − 𝐚 𝐟 𝐚  

Midpoint Rule: 

𝐌 𝐟 =  𝐛 − 𝐚 𝐟  
𝐚 + 𝐛

𝟐
  

Trapezoidal Rule: 

𝐓 𝐟 =
𝐛 − 𝐚

𝟐
 𝐟 𝐚 + 𝐟 𝐛   

Simpson’s Rule: 

𝐒 𝐟 =
𝐛 − 𝐚

𝟔
 𝐟 𝐚 + 𝟒𝐟  

𝐛 + 𝐚

𝟐
 + 𝐟 𝐛   

Quadrature Formula Case 2: we have data points “Equal Spaced” 

 Rectangular Rule: 

𝐑 𝐟 =  𝐛 − 𝐚 𝐟𝟎 

Midpoint Rule: 

𝐌 𝐟 =  𝐱𝐧 − 𝐱𝟎 𝐟  
𝐱𝐧 + 𝐱𝟎

𝟐
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Trapezoidal Rule: 

𝐓 𝐟 =
𝐡

𝟐
 𝐟𝟎 + 𝐟𝐧  

Simpson’s Rule: 

𝐒 𝐟 =
𝐡

𝟔
 𝐟𝟎 + 𝟒𝐟𝟏 + 𝐟𝟐  

Errors Calculation in Newton – Cots Quadrature Method 

 

Error of Rectangular Rule 

𝐄𝐑 =
 𝐛 − 𝐚 𝟐

𝟐
𝐌𝟏 

𝐌𝟏 = 𝐦𝐚𝐱 𝐟` 𝐚 , 𝐟` 𝐛   

Error of Midpoint Rule 

𝐄𝐌 =
 𝐛 − 𝐚 𝟑

𝟐𝟒
𝐌𝟐 

𝐌𝟐 = 𝐦𝐚𝐱 𝐟`` 𝐚 , 𝐟`` 𝐛    

Error of Trapezoidal Rule 

𝐄𝐓 =
 𝐛 − 𝐚 𝟑

𝟏𝟐
𝐌𝟐 

Error of Simpson’s Rule 

𝐄𝐒 =
 𝐛 − 𝐚 𝟓

𝟐𝟖𝟖𝟎
𝐌𝟒 

𝐌𝟒 = 𝐦𝐚𝐱 𝐟```` 𝐚 , 𝐟```` 𝐛    

Composite Formula 

Rectangular Rule: 

𝐈𝐂𝐑 = 𝐡  𝐟 𝐱𝐢 

𝐧−𝟏

𝐢=𝟎

 

Midpoint Rule: 

𝐈𝐂𝐌 = 𝐡  𝐟 
𝐱𝐢 + 𝐱𝐢+𝟏

𝟐
 

𝐧−𝟏

𝐢=𝟎
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Trapezoidal Rule: 

𝐈𝐂𝐓 =
𝐡

𝟐
 𝐟 𝐱𝟎 + 𝐟 𝐱𝐧  +  𝐡  𝐟𝐢

𝐧−𝟏

𝐢=𝟏

 

Simpson’s Rule: 

𝐈𝐂𝐒 =
𝐡

𝟑
 𝐟𝟎 + 𝟒𝐟𝟏 + 𝟐𝐟𝟐 + 𝟒𝐟𝟑 + 𝟐𝐟𝟒 + ⋯ + 𝟒𝐟𝐧−𝟏 + 𝐟𝐧  

 

Errors Calculation in Composite Method 

Error of Rectangular Rule 

𝐄𝐂𝐑 =
𝐌𝟏

𝟐
 𝐁 − 𝐀 𝐡 

Error of Midpoint Rule 

𝐄𝐂𝐌 =
𝐌𝟐

𝟐𝟒
 𝐁 − 𝐀 𝐡𝟐 

Error of Trapezoidal Rule 

𝐄𝐂𝐓 =
𝐌𝟐

𝟏𝟐
 𝐁 − 𝐀 𝐡𝟐 

Error of Simpson’s Rule 

𝐄𝐂𝐒 =
𝐌𝟒

𝟏𝟖𝟎
 𝐁 − 𝐀 𝟒 

 

اٌٍُٙ أٝ اعرٛدػه ِا فّٙد ِٚا ؼفظد فشدٖ إٌٝ ػٕذ ؼاظرٝ إٌيٗ 

Done 

With All My BEST Wishes 

Lo2Lo2a 

 

 

 

 


