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������ �� ����� ������ ��� ������ ������ �������� ������ ���� ���� ������ ����� ����
 ������� �� ������� ������ �� ������21 ,FF����� ������ ����� a2.����� 21 ,FF������ 

������ �����.
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����� ����� ���� ��ص� ����� ����� ����� ���������������� ������� ������������� ���
 ����� ������a2��ص��� �b2������ ����� �خ��� :

���� ������ 
e
ax =������ ������ 

e
ax −=

����� )3.4.10(:
1.��������� ���� .(0,0) ���� ��ص�
2.����� ������ ���� ( ,0) , ( ,0)a a−.
3.����� ����� ������ 0y =.
,0) ���� ������ ��ص��.4 ) , (0, )b b−.
0x ������ ����� ��ص��.5 =.
��� �ح���� ��������.6

1 2( ,0) ( ,0) ; ( ,0) ( ,0)F p ae F p ae= = = − = −.

7.��������������� ��� ;a ax x
e e

= = −.

8.�� ���� 2 2 2(1 )b a e= −

:������ ��� ��� ���� ����� �� ������ ������ ��� �������� ��خ� ������•

2 2

2 2 1 ; ( )x y a b
b a

+ = >

����� )3.4.11(:
.(0,0) ����� ���� ��ص� �� ����.1
2.����� ������ ���� (0, ) , (0, )a a−.
3.����� ����� ������ 0x =.
) ���� ������ ��ص��.4 ,0) , ( ,0)b b−.
0y� ������ ����� ��ص�.5 =.
��� �ح���� ��������.6

1 2(0, ) (0, ) ; (0, ) (0, )F p ae F p ae= = = − = −.

7.��������������� ��� ;a ay y
e e

= = −.
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9.�� ���� 2 2 2(1 )b a e= −

:��خ� ������ ���� �����ص��� ����� ����� ������

������ ����
e
ay=

������ ������
e
ay −=

����)3.4.12(:

 ����� ������ �������� ���������ج� ���� ��ح���� ��������
2 2

1
25 16
x y+ =.

����:
�� ����������������� �ح����.(0,0) ���� ����� �� ��� 

2 225 5 , 16 4 , ( )a a b b a b= ⇒ = = ⇒ = >
:������ ��� ��خ��� ������� ��� ��

2 2 2 2 2 16 9 3(1 ) 16 25(1 ) 1 1
25 25 5

b a e e e e= − ⇒ = − ⇒ = − = ⇒ = <

 ����� ��� ��������� ��� ���� �ح����

1

2

3( ,0) ( ,0) (5. ,0) (3,0) ;
5
3( ,0) ( ,0) ( 5. ,0) ( 3,0)
5

F p ae

F p ae

= = = =

= − = − = − = −

���� ������� ������� :
5 25 5 25;3 33 35 5

a ax x
e e

= = = = − = − = −

��� ����� ���� :(5,0) , ( 5,0) , (0,4) , (0, 4)− −

���� ������ 
3
25=x������ ������ 

3
25

−=x
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�	�� )3.4.13(:
)� ����� ����� ��ج� ������ ����� ������� 1,3)−������� 1 0x −  �������� ��خ�����=

1
3

e =.

����:
������ ����� ����� ��)������� ���� ���� ������� ( , )Q x y��� ������ ���� ������� ���� 

.)���������� ��� ������� ���خ��� ����� �� ������ ����� ���� ��� �� ����ح� ������ ��

��� ����� 
3
1

01
1

)3()1( 22
=

+

−
−++

x
yx

�� ��2 2 1
( 1) ( 3)

3
x

x y
−

+ + − =

������� ������� �� ��� 
2

2 2 2 12 1 6 9
9

x xx x y y − ++ + + − + = 

�� �� 2 28 20 9 54 89 0x x y y+ + − + =


� ��	
�� ����� ���	���	
����	���� �	���� �� :
�������� ���� ������� ������ ����� ���( ', ')x y��������� ������� ������� �������� �������� �������� �����

: ����� ��خ� ������ 
2 2

2 2
( ') ( ') 1 ; ( )x x y y a b
a b
− −+ = >

������� �������� ���������� ���� ������ �� �����:
)1(����������� ( ', ')x y.
)2(����� ������ ����( ', ') , ( ', ')a x y a x y+ − +.
)3(����� ����� ������ 'y y=.
) ���� ������ ��ص��)4( ', ') , ( ', ')x b y x b y+ − +.
x' ������ ����� ��ص��)5( x=.
): ��� �ح���� ��������)6( ', ') , ( ', ')ae x y ae x y+ − +.

)7(��������������� ��� :' ax x
e

= ±.
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�	�� )3.4.14(:
������ ����� ���� ���� 2 25 20 9 18 16 0x x y y− + − − =������ �����

 � !"�� #�"� $�%&' (�&)� $*+,-� ./���0���1� $�2%34 5
��67� 8�9�:�� ;����� .
����:

�� ���2 25 20 9 18 16 0x x y y− + − − =
���2 25( 4 ) 9( 2 ) 16x x y y− + − =

��� ����� 2 2 2 25( 2 4) 9( 2 1) 16 20 9x x y y− + + − + = + +
�� �� 2 25( 2) 9( 1) 45x y− + − =

��� ������� �����45 ��� ���� :
2 2( 2) ( 1) 1

9 5
x y− −+ =

��� ����� �� ����� ������� ���( ', ') (2,1)x y =.������ 2 29 , 5a b= =�
��� �����3 , 5a b= =.������ ������� ���� ���� �� ��� 2 6a =����� 

2������ ��ص�� 2 5b =.
2: ����� ��خ��� ������� ���� �� 2 2(1 )b a e= −

����� 2 5 41
9 9

e = − 2 ������� ���� ���� ��خ���� ��������=
3

e =.

 �ح���� ��������
2( ' , ') (2 3( ) ,1) (4,1) ;
3

x ae y+ = + = 

2( ' , ') (2 3( ),1) (0,1)
3

x ae y− = − =

������� �������� ��� '92
2

ax x x
e

= ± ⇐ = ±.

�� �� 13
2

x =�5
2

x = −

����� ���� �
2
13=x�� ������ ���� 

2
5

−=x

�	�� )3.4.15: (
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������ ����� ���� ���� 2 29 4 54 16 61 0x y x y+ + − + =������ ������
 $*+,-� ./��� � !"�� #�"� $�%&' (�&)�0���1� $�2%34 5
��67� 8�9�:�� ;����� .

����:
������ ���������� �������� ��� �� ��� 

2 29( 3) 4( 2) 36x y+ + − =
��� ������� �����36 ��� ���� :

2 2( 3) ( 2) 1
4 9

x y+ −+ =

��� ����� �� ����� ���� �������( ', ') ( 3,2)x y = −.������ 2 29 , 4a b= =
���� �����3 , 2a b= =������ ������ ��� ���� �� ��� 2 6a =����� 

2������ ��ص�� 4b =.

2����������� ��خ��������� ������������� ���������� �� 2 2(1 )b a e= −.���2 4 51
9 9

e = − =�

5 ������� ���� ���� ��خ��� ��������
3

e =.

 ��� �ح���� ��������
( ', ' ) ( 3, 2 5) ;x y a e+ = − +
( ' , ' ) ( 3,2 5)x y ae− = − − 

������� �������� ��� 
9 5' 2
5

ay y y
e

= ± ⇒ = ±  

=================================== 


�=��
 :���� �!���� �����( The Hyperbola ) 
"#$
� )3.4.16(:

������� �� ������ ������� ���� ������� ������� ��������� ������� ����� ����� �������� ������� ������
 ��������� ���� ��������� �������� ���� ��������21 ,FF)���������� (������ ������� �������a2)�����

����� ����� ������.(
 �� ������� ������ ���� �������� ��خ��� ������ ������� ����� ���� ����� ����� ������

������� e.
���� ����� ��������� ����� ���� ������ ���� �� ����� ��� ����� ��������� ��� )������ (

 ����� ���� ���� ����� ����خ��� ������ �����) �������( ��������������� �� ������ ���� ���
1>e.
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� �!�� ����� ���	
�:
21 ���� ��� ����� ������ ����� ������ ��خ� ���� ������� ������� FF�������� ��� ����� 

�������21 FF��������� ������� ����� ���������� ����0(,),0( ح,( 21 pFpF  ��ض���≡≡−
��������� ������ :

����� ),( yxQ������ ����� ��� �� ���� .�� ��� ������� �� ���:
0;221 >±=− aaFQFQ

. �� ��� ������ ����� �����a2ح��
.P�� ����� 2F�� ����� ���� ��� ������ 1F ��ج�� ��� ������ش��������

aypxypx

aypxypx

2)()(

2)()(

2222

2222

±++=+−∴

±=++−+−∴

�� �������� �� �������� ����� �� ������ ��� ����:

2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )p a x a y a p a− − = −
��� ������� ������)( 222 apa −��� ���� 

122

2

2

2
=

−
−

ap
y

a
x

: ������� ��� �������� ��خ� ������=eapض� ��

1
)1( 22

2

2

2
=

−
−

ea
y

a
x

)1( ���ض� 222 −= eab.������ ����� ������ ���������� ��� :
2 2

2 2 1 ; ( )x y a b
a b

− = >

���� ������������ ������� �������� ������ ����� ������� .
ax
e

=ax
e

= −

%& '����:
.)0,0( ���� ����� ������ �� ���� ��ص�)1(
2ح��e<1������� ��خ���)2( 2 2( 1)b a e= −.
���ح)3( ����� ������( ,0)a±.
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): ��� �ح������ ��������)4( ,0) ( ,0)p ae± = ±.

)5(��������������� ��� :
e
ax ±=.

02: ����� ������ خ���� �������� ������� ���������� ���)6(

2

2

2
=−

b
y

a
x

������� ��� ����� ����������������� ��� :x
a
by ±=.

)7(������������ ����������� 12

2

2

2
=−

a
x

b
y������������ ����������� ������������� ������������ ������������ ���������� 

12

2

2

2
=−

b
y

a
x.������� ������ �� �12 ������) �������� �������( ���ح

2

2

2
=−

a
x

b
y��� 

���������������� ������ 21 ,FF�� ����� ������ ��� ������.
�	�� )3.4.17: (

 ������� ���������� ����� ��������� �������� ����������� ����������� ��ج���� ������� ��ح������� �����������

1
1625

22
=−

yx.

����:
���� ����������������� �ح����.)0,0(���� ����� �� �:

2 225 5 ; 16 4a a b b= ⇒ = = ⇒ =
����� 

2
2

2
16 411 1
25 25

be
a

= + = + = 

��� 
41
5

e =

: ����� ��� ���������� ��� ���� �ح����

)0,41()0,)
5
41(5()0,()0,( ±=±=±=± aep

���������������� ��� :
41
25)

41
4(5 ±=±=±=

e
ax

5?� �/� $@% ABC� 

�	�� )3.4.18(:
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2 ������ ����� �������� ����������ج� ���� ��ح���� �������� 29 16 144x y− =.

����:
�������� ���� �����144169 22 =− yx����� ��� 144��� ���� :

1
916

22
=−

yx

��� ����� �� �� ����������������� �ح����.)0,0(���� ����� ��� :
2 216 4 ; 9 3a a b b= ⇒ = = ⇒ =

DE7 
2

2
2

9 251 1
16 16

be
a

= + = + = 

�������� 5
4

e =

: ����� ��� ��������� ��� ���� �ح����
)0,5()0,)

4
5(4()0,()0,( ±=±=±=± aep

���������������� ��� :
4 164
5 5

ax
e

 = ± = ± = ± 
 

 

�	��)3.4.15: (

 �������� ����� ������� �������� ��������������ج��� �������� ������� ��������
2 2

1
16 9
x y+ =

��� ��������� ������ ����� ���� ��� ������� ����� �����.
����:

������������� ����� 
2 2

2 2
1 1

1x y
a b

+ =���� ������ :

2 2
1 1 1 116 4 , 9 3a a b b= ⇒ = = ⇒ =

DE7
2

2 1
1 2

1

9 71 1
16 16

be
a

= − = − =F�,��4� 1
7
4

e =D&B2� ��������G ������ ����� 

1 1( ,0) ( 7,0)a e± = ± ���H���� ������� 5��I�% D� 0� �12

2

2

2
=−

b
y

a
x���G J&��?�1�

( 7,0)±.DE77a =.
)�ح���� �� ������ ������� �������� ����� 4,0)±����� �������� ������� ������� ��� ( 4,0)±������� 

4ae =�� �� 7 4e =�� ����� 4/ 7e =�������� 
2 2 2 16 9( 1) 7 1 7 9

7 7
b a e    = − = − = =   

   
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 ���� �����2 9b =���� ����� ������ ����� ������ ���������
2 2

1
7 9
x y

− =.

� �!�� ����� ���	
����	
����	���� �	���� �� :

)','( ��ص� ������� ����� ������ ��� ��� ����������� ������ ����� yx �� :

1)'()'(
2

2

2

2
=−

−
−

b
yy

a
xx

����������������� ���� ������ ������ �� �����:
)1(����������� )','( yx.
)2(������ ������ ���� )','(,)','( yaxyax −+.
)3(���� ������ ����� �� 'yy =.
)4(������� ������ ���� )','(,)','( byxbyx −+.
)5(������� ����� ������ 'xx =.
)','(,)','(: ��� �ح���� ��������)6( yeaxyeax −+.

)7(��������������� ��� :
e
axx ±= '.

)8(������� ����������������� ��� :)'(' xx
a
byy −±=−.

�	�� )3.4.16(:
�H���� ����� ���� ���� 04185449 22 =+++− yxyx$�*+,-� .�/�� ���� �����

0���1�$�2%34 5
��67� 8�9�:�� K?����� A� ;� K��L�� K�4%��,�� .
 ����� ������ ������ ��� ���������� �ض� ������:����

88141)22(4)96(9 22 −+−=+−−++ yyxx

�� �� 36)1(4)3(9 22 =+−+ yx

��� 1
9
)1(

4
)3( 22

=+
−

+ yx

��� ����� �� ����� ���� ������)1,3()','( −−=yx������ 
39,24 22 =⇒==⇒= bbaa

2
13

4
131

4
9 22 =⇒=⇒+= eee

��� �������� ��� ������� :
( ' , ') ( 3 2,1) ( 1,1) ;x a y+ = − + = −
( ' , ') ( 3 2,1) ( 5,1)x a y− = − − = −

: ���� ����������ح����

)1,133()1),
2
13(23()','( ±−=±−=± yeax

�������� ��� �������� :
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13
43)

13
2(23' ±−=⇒±−=⇒±= xx

e
axx

�������� ��������� ���������� �:)3(1 3
4 +±=+ xy

����01443;0943 =++=−− xyxy

5?� �/� ����� MI% ABC� 

�	�� )3.28(:�H���� ����� .�9�:� ����0N�� $2%34 ( 1,3)−$?��9� 1 0x − =$*+,-��0���1� 
3/ 2.
����:������� ������ ����� ��)������� ���� ���� ������ �),( yxP��� ������ ���� ������� ���� 

)������������ �� ������ ����� ���� ���� �� ����ح� ������ ����� ��� ������� ���خ���
��� ����� 

2
3

01
1

)3()1( 22
=

+

−
−++

x
yx

�� �� 
2
13

)3()1( 22 −
=−++

x
yx

������� ������� 

4
91899612

2
22 +−=+−+++ xxyyxx

��� ����� �� �������� �������� :2 25 26 4 24 31 0x x y y− − + − =
================================================================= 


