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)*!� �*Ax&+� #" )
H:� )%��&+� #" 9#:� )%��&+�� )*!�# e�!�� )%��y)%��&+�� 
f���g �<
��� ���� ST�( )��# �3�\�� )%��&+� #" )I"��� )%��&+� #" J�K��  Y��( ���!
� 

( , )M M x y=.Y��( ����G ���G /2�\�# ( , )M a b�<
��� C" e�( Mf��%��&' f�6�
H" 
x a=f��%��&"# f��I"2 y b=.

f�G��h �*�(:� �KA" �, ��0�12���� $��%��&+� ���( C" i�H jhW �k f�*l�3 m�� i���# ^2���8+� 
5�2�*��� n�� �R �K�:���&W� ���( o*!� �8p ���( �Z��H ��q<
�� $��%.

��� !�� ��������� #�$% &���
�� ����% �<
( ���4�� `��!
�  0����� �> 0��(O)*!1# 
r��% s��h ���4��# Y<� #" �?" �<
(OX� �t� )*!� �<
��� .�, 5� 23�? W��6��)l#"

u<
�� 2�@� j��A 9���:� ;��
� /�&# ���4�� �0�� �*A)f�v0Z C" ]��( f��<�
� 2�6@� )�G
 u<
��OX9�<�� /�&# �Kg.(

��8" �<
( �8w(P �\(# ���!
� OP.�<
��� �T��P��#�0�� ��*�G �x' ���N!� 3�4�� 
ˆXOP9�<��#OP.

��#�0�� C" )�G O��( Q�IˆXOP�x' �qZ�� C��1 )l����+� �t� 5� r!��OX �.�6X
 �T�)l����+� �t� 5� r!�� �x' �q��I C��1# �G�!�� y2�
G .�X ��� .�X�y2�6
G .�6X

�G�!��.
�H�!*�� �
�<
� �*�
�� 0��( Q�IOP0����� r`"C"r OP=.0����6� 0���I j��Aθ

��#�0��XOP `"C"ˆXOPθ =.$�Z2�6��� �6��#0�� ;��
� ���	�IW� ��l�V�� $��&���
!�� ���
���� Q����
���� Q��� ���<� z\��� ���#0��� ;��
��# e����l���� ��.

C�3���� )*!�r , θ�<
��� ��q<
�� ��%��&+�� PY��(# ^P = P(r,θ)D�& r6,o
{<
�� ��q�� ^θ,o<
�� ��#�0�� ;��
� ��q.
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9�6666666K�)3.1.1(:
C��%��&W� C" -I��� )�G |&a
� 5�

3 , / 2r θ π= = −�<
��� C�3�} 
N.C�66�q<
�� C��%��66&+� �66�" 

(3,3 / 2)π�<
��� m�( C�����HN
f�~�" C�6�q<
�� C��%��6&+� �*��� ^

(1,0)#(1,2 )πj��A# (1, 2 )π−...��H ��Z -�,#��<
��� C��A.
�66666666�&a�)3.1.2(:
C" ����!( 9�K
� ��, 5�`"-�
�� 5� �#_ ( , )r θ���<� ))���K*�(�
H /�&�# �<
( ���6!
� 

5��#�N!�( /�&���� �<
��� P�1��<))��K�*�1(�6�q<
�� �6�#�0�� ;��
� -�� 5� ��l��W �G�*�B 
3���� $��G�~� �&" C��� 3��� ��8:� 5G /�&���� ��#�0�� .�, -�� z���#2π)�6� C2��

O��!�� 9�K
� .( �<
��� r
q<(� �x'#P�#�0�� �*�� CcH ^Y<
�� )�G )
q1 ��q<
�� ��f�*l�3 ��2���8.
9�666666666K�)3.1.3(:

 �<
��� O��!�� 9�K
� N��q<
�� ��%��&+� ����1 2(3, 2 )kπ π− +D�&k ∈�^���6�1# 
�<
���A�W��q<
�� ��%��&(1, 2 )kπ π+.

9�666666666K� )3.1.4(:
�
��� �T��� �G 

( ) (2,30 ) ( ) (3,150 ) ( ) (2, 135 )o o oi ii iii −

�666666666R�:
L#:� �<
��� �T�� ����� (2,30 )oY<
�� ��#�_ ����� i(" |&a( ^30oθ ="5� ���I�
�

 ��+� �t� )l��OX
��V��� �q� �, �*A "

s��666V��OA�
�H�6!� i6��G m�
(

�1�66&#^�66\� 
�<
���)�G j���1P
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•��(�K�� �<
��� ����� (3,150 )oY<
�� ��#�_ b��( 150oθ =s��6V�� .�6X+� ��, �����
OB!� i��G m�
( ^f�v��q� $��&# �a% �H��<
��� )�G �\� � 5�# Y<
�� 5� 2P.

•���4�� �T�� �K��K�� �<
��� (2, 135 )o−Y<
�� ��#�_ ����� ^135oθ = −5� ���I�
�
 u<
�� �t�OX#s��V��OCY��!�� .�XW�  m�
( � ^�Gi��v����� �1�&# �H�!� 56� 

Y<
��O�<
��� )�G �\4�H 3P.

�
�������� ���������" ��� !�� ��������� '�( �)*+��:

�0�� $W�R� n�� ���0�12����# ��q<
�� $��%��&+� )���( ���	�I �06� j��� r���� m�( 
5� ���4��� ����A Q��( C"�� �&"L' ������ ������ ��8.

]��� ��0�12���� $��%��&+� �?" �<
( C" Oo, ��q<
�� $��%��&+� Y<� r���� m�( )`"
��%��&+� a�� �A��V� �?:� �<
( �8w( ��(" ()l����+� �t� 2���#OX�6�q<
�� $��%��&�� 

f�
q<�� � �� W�
� .�X 2�4*�� YZX.�<
��� C" ]��(Po,�<
( ���2���8 C"# ^���6!
� 
,x y��%��&' �, C"# ^/�����
� �G�*�� ,r θC��q<
�� �,��%��&' .C��� �l��G 

cos
... (1)

sin
x r
y r

θ
θ

= 
= 

$��%��&+� ���� 5�� j���#( , )x y����� C�A �x' ( , )r θf�~�" ^�6�a��� 3�6�' �(32" �x' 
��!����`"��q<
�� $��%��&+� �Z�( ( , )r θ��0�12���� $��%��&+� ��*�G �x'( , )x y�<
�� P

)faK� (C" �� 
)2(...,0tan,22 ≠=+= xwhen

x
yyxr θ

 ���& 0x =��#�0�� �*�� CcH θ��' C��1 / 2π�� 3 / 2πf�6
H# )%��6&+� /2�6h+ 
�<
��� �3�\��Pf�qZ�� C�A �x' ��f�q��I #" Y�1���� )�G .
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9�66666666K�)3.1.5(:�6�0�12���� ����%��&' ��� �
��� ��q<
�� $��%��&+� �Z#"
o, :(0,4) , (2, 2)P Q −.

�6666666666R�:5� ��a��� (2)C" -��( 
2 2 , tan ; 0yr x y when x

x
θ= + = ≠

L#:� �<
��� �q!���� (0,4)P:
2 20 4 4 , / 2 3 / 2r orθ π π= + = =  

Cx� /2�h+� YZ�� �<
��� �3�\�� )%��&+� C" D�& / 2θ π=.
��(�K�� �<
��� �q!����(2, 2)Q −:

2 22 ( 2) 2 2r = + − = , tan 1θ = −

C" |&a( j�x 5�θ�#�!1 4 2kπ π− +^"#θ�#�!1 3
4 2kπ π+D�& k3�6G 

S�4? .�
1 ��(�K�� �<
��� C" �B# �,�&# L#:� ��a��� CcH ������ ����� o,� 5�# ^ �4�4\�� 
�� ��#�_ �*�� C��16� ��!�l��� Y<
 θo, 4

π−.
9�66666666K�)3.1.6(:

"#��q<
�� ����%��&' ��� �<
��� ��0�12���� $��%��&+� �Zo,(5, / 4) , (6,135 )oL Mπ.
�6666666666R�:

C" -��( siny r θ=,cosx r θ=

�<
��� �q!����(5, / 4)L πC��� :
5 5cos 5cos( / 4) , sin 5sin( / 4)
2 2

x r y rθ π θ π= = = == = = 

�<
��� �Kg Cx'L6� f��0�12�A ( )5/ 2 , 5/ 2.
�<
��� �q!���� (6,135 )oMC��� :

6cos 6cos(3 / 4) 3 2 ,
2

6sin 6sin(3 / 4) 3 2
2

x r

y r

θ π

θ π

= = = − = −

= = = =
 

�<
��� �Kg Cx'M6� f��0�12�A ( )3 2 , 3 2−.
9�66666666666K�)3.1.7(:

/�<�
� $W3��
� 5� �A 5G ��0�12���� $��%��&+�� bG /2�\�� ������� )D�&ar��% :(
( ) sini r a θ= ( ) cos( 2)ii r a θ=
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( )iC" D�& sinr a θ=��3��
� .�, y�~� Cx' r)�G �\� 
2 sinr a r θ=

� ���	�Ic� � 5�#��3��
 (1))�G �\� 
2 2x y a y+ = 

( )iiC" D�& 
cos( 2)r a θ=

�\� �������� Cx')�G 
2cos ( 2) ( 2)(1 cos )r a aθ θ= = + 

y�~��� � 5�#  2r��\G�o
22 cosr ar a r θ= + 

��3��
� ���	�I�� Cx' (1)C" �� 
2 2 2 22( )x y a x y ax+ = + +

"`C"
2 2 2 2 2 2(2 2 ) ( )x y ax a x y+ − = + 

9�6666666666K�)3.1.8(:
��q<
�� $��%��&+� ���	�Ic� ��1�� $W3��
� 5� �A 5G bG:

( )22 2 2 2 2 2( ) 9 ( ) 7 ( ) 16( )i x y ii x iii x y x y+ = = + = −

�6666666666R�:
C" -��(cos , sinx r y rθ θ= =C" �� ������# ^

( )i���3��
 2 2 9x y+ =6� �N�G b�( C" ��<�!( 2 9r =.
( )ii���3��
7x =L' 9�4�1 cos 7r θ =.
( )iii���3��
2 2 2 2 2( ) 16( )x y x y+ = −L' 9�4�1 

4 2 2 2 216( cos sin )r r rθ θ= −

#������ 
2 2 216(cos sin )r θ θ= −

"`C"
2 16cos2r θ=
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���2:�"��	�� ,��"&" -!%:
f�(��&" ����  �����4��� �I��>� $����g /�6��Z 2#�7 L' $�q%��&+� 2#�7 U��1 ���*��

 5�2�*��� �& ��!q�� �qI��� C��1 .�
��� $��%��&' L����� U��1 /����� 2#�@� ���	�I� ��G#  
.�6, ��*�G �x' /����� 2#�4*�� �q!���� $��%��&+� 3��' �
��� C�� ;2�( Q�I# ^���!
�

���?:� 2#�4*�� �q!���� $��%��&+�.

./"0:�"��	�� -!%)-12� � !% ���3�:(

2#�@� .�X' U��1 C#�� $��%��&�� �?:� �<
( U��1 �, 2#�@� �
( .�&+� ����� C" ]��( $��%�
OX , OY �<
��� C"#O`$��%��&+� �> ( , )h k2#�@� .�> �q!���� .C�6<8 ���2 �� 

�<
���� C��� C�*�
�!�O`2�@ ��_��� 9#:� -�
�!
� C��� D�E# X

.����#O`X`f��_��� J�K�� -�
�!
�# 2�@ Y.����# O`Y`.S6T�# C" Cx'O`X`,O`Y`
/������ $��%��&' 2#�7 �(��� C: C�4�\� .����� C" ��T�H ��`"�<
( P �4�6\�� ���!� 

X`

X

y

y`

(x`,y`)
P(x,y)

x`
x

Y`Y

h
O`

k

O
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���?:� 2#�4*�� �q!���� ����%��&'o,( , )x y/�6���� 2#�64*�� �q6!���� ����%��6&' C"# 
o,( , )x y′ ′.�� ��a��� 3��+ �<
��� $��%��&' Pfa�� �q!���� /�����# ���
�� 2#�@� 5� .

C" |&a( -I��� 5�:

... (4)
x x h
y y k

′= + 
′= + 

f�~�" 

... (5)
x x h
y y k
′ = − 

′ = − 
��a��� (4)�<
��� $��%��&' )<�1 P��a��� �*��� /����� ��W�� ���?:� 2#�4*�� �q!���� (5)

���?:� 2#�@� ��W�� /����� 2#�4*�� �q!���� ����%��&' )<�1.
9�6666666K� )3.2.1(:

��<
��� /����� $��%��&+� �Z#"1 2( 3,1) , (4, 2)P P− −�( �x'��
 �<
��� L' �?:� �<
( r
( 3,5)−.

�66666666R�:
<�� ��a��� O�q (5)C" �6�&a� �6� ��6<
��� �q!���� ( , ) ( 3,5)h k = −�6<
��� C" �6� 

1( 3,1)P −$��%��&' Sq\1 (0, 4)−�<
��� �*��� 2 (4, 2)P −����%��6&' Sq6\1 (7, 7)−

/����� 2#�4*�� �q!����.
9�6666666K� )3.2.2(:
/�l���� ��3��� �Z#" 2 2 10 4 4 0x y x y+ + − + =�( �x' ��
 <
( r6666 L' �6?:� �

�<
��� ( 5,2)−.
�6666666R�:

( � 5�# /����� $��%��&+� ��W�� /�l���� .�, ��3��� 3��' y��<
� �6�a��� ��	�! (4)�6� 
�8:� C" 2�q�G+� 5 , 2h k= − =C��1 � 5�# 5 , 2x x y y′ ′= − = +������# 

L' 9#F1 /�l���� ��3��� 
2 2( 5) ( 2) 10( 5) 4( 2) 4 0x y x y′ ′ ′ ′− + + + − − + + =

`"C"2 2 25x y′ ′+ =.
6666K�9�666)3.2.3(:

�
(� /�l��6�� ��3��� ����A 5�� D�E 2#�@� �2 2 10 4 4 0x y x y+ + − + = W /2�6? 
L#:� �Z2��� 5� 3#�& )�G ����.
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�6666666666R�:
/2�\�� )�G /�<�
� ��3��
� Y��( 

2 2( 10 25) ( 4 4) 25x x y y+ + + + − + =
L����A $����
� �*�( �

2 2( 5) ( 2) 25x y+ + − =
�T�� C�� 2 , 5y y x x′ ′= − = +L' 9#F61 /U8:� ��3��
� CcH 2 2 25x y′ ′+ =

����3��
� C" |&a(2 , 5y y x x′ ′= − = +2#�67 L' ���?:� 2#�@� �
( ��3��� ��
 �N�?" �<
( /���Zo,�<
��� ( 5,2)−.
�6666666K� 9)3.2.4(:

-�
�!
� ��3��� �Z#" 2 3 5 0x y− − =f���!� C��6�# ���?:� 5�2�@� ��_��� 5�2�7 L' 
�<
���� ( 3, 2)− −.

�6666666R�:
a��� ��	�!( � 5�# /����� $��%��&+� ��W�� -�
�!
� ��, ��3��� 3��' y��<
���(4)�6� 

�8:� C" 2�q�G+� 2 , 3h k= − = −C��1 � 5�# 
2 , 3x x y y′ ′= − = −

-�
�!
� ��3��� 9#F1 L�����#)<��
� L' 
2( 2) 3( 3) 5 0x y′ ′− − − − =

`"C"2 3 0x y′ ′− =

�# �?:� �<
�� �g /����� $��%��&+� ��W�� -�
�!
� �t� ��3��� C" ST)/����� 2#�@�.(

.��%�� :�"�44444444�	�� ,��"&:

�?:� �<
( U��1 C#�� 2#�@� .�X' U��1 �, 2#�@� C�2#3 . 56� C��� C��&:� 5� UKA 
&+� 2#�7 5G n���!( C" ���
� $��%��OX , OY 2#�@� �� ���V1 /���Z ��0�12�A 2#�4B

���?:�  2#�6@� C�2#3 56� w6V�1 .�, /����� $��%��&+� 2#�7 C" ]����# ^�?:� �<
(
 �,2��
� ��#�0� ���?:�θC" ]���� P�� �<
(  2#�64*�� �q6!���� ����%��&' C"# ���!
� 

��?:� �o,( , )x y2#�4*�� �q!���� ����%��&' C"# /�����o,( , )x y′ ′.�6(b�G' �x' j��A 
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 C"OX`u<� 2�7 �, ))l����' �8 #" (�<
��� CcHPC�6�q<
�� C��%��&+� �> C��� ( , )r φ

C" �� � 5�#:
cos , sinx r y rφ φ′ ′= =

C" �(b�G' �x' ��"OX�<
��� CcH u<
�� 2�@� �, P C��%��6&+� �6> C�6�� ���R� .�, 
C��q<
��( , )r θ φ+�� � 5�#  C" ���R� .�, :

cos( ) , sin( )x r y rθ φ θ φ= + = +
"`C"

(cos cos sin sin ) , (sin cos cos sin )x r yθ φ θ φ θ φ θ φ= − = +

C��1 � 5�# 
cos

... (6)
sin cos

x x y sin
y x y

θ θ
θ θ

′ ′= − 
′ ′= + 

C���a��� (6)<I��� ����� ����6?:� $��%��6&+� 56G Uq���� �*N( , )x y�6�W�� �6<
���
/����� $��%��&+�( , )x y′ ′.

����� �
��<�� m�����I��!���� ��a��� ����"56� ���N6!� �6N��G 9�6\R� ����� #" (6)

9��q�I��θ6� θ−#,x y6�,x y′ ′� #" m����� m����# `w��8" �
��� "C���� :

P
Y

Ỳ

X̀

r

θ
θ φ

O X
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cos
... (7)

sin cos
x x y sin
y x y

θ θ
θ θ

′ = + 
′ = − + 

���#/����� $��%��&+� y�!& 5�� j�<
���( , )x y′ ′���?:� $��%��&+� ��W�� .
�6666666��4��)3.2.5(:

2#�@� C�2#3 �� �?:� �<
( �
( ���*G ����� C��� ����G p�C�&�# �( ��(cH��\�4�l�6���� 
�
��!��`"�<
��� L' �?:� �<
( ���
( �x' ��("( , )h k23"#  �( �6�#�0� 2#�6@� r���� m�( 
�,2��
�θCcH :

cos sin , sin cosx h x y y k x yθ θ θ θ′ ′ ′ ′= + − = + +
9�66666666K�)3.2.6(:
e4�
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